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《俄罗斯数学教材 选译》 序 



从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的髙等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨,有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新,并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断,更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后髙等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为: 在当前着力引进俄罗斯的数学教材,有助于扩大 
视野，开拓思路，对提髙数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下,经数学天元基金资助，由髙等教育出版社组 
织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材,也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版,但经多次修订重版， 



《俄罗斯数学教材选译》序 


面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才,可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 

李大潜 
2005年10月 


第一版序言 


不进人复数领域而要对函数性质进行详尽的分析是难以想象的.这里有一个简 
单的 例子： 函数 /( rr ) = ^在数轴的每一点上都有同样的好性质（无穷次可微)，但 
是它的泰勒级数+ = 1 . 当 W > 1不再收敛.停留在实数领域中 
并不能了解到个中 原因： 事实上，该级数的收敛与发散集合的分界点 x = ± l 完全没 
有什么特别之处.然而只要进到复数领域情况立即就清 楚了： 在圆叫=1上有点 
x = 土 v /= I ， 在其上函数/变为无穷大，因此级数不再 收敛. 

在许多问题中必须转向考虑复变量的函数，这自然等于是从实数域转向了代数 
闭的复数域.令人惊讶的是，按照著名的弗罗贝尼乌斯 （ Frobenius ) 定理 （1878 年)， 
复数域是实数域的保持其代数性质的唯一可能的 扩张； 从而对于复数域上的函数成 
功构造出了一个与实变分析一样完全和严谨的分析学. 

转向复分析便有了更深入研究初等函数并建立它们之间有趣联系的可能性.像 
三角函数，它们原来只不过是指数函数的简单组合，譬如 cosx=i ( e ^4 - e~ x ^y 
这样一些在实的与“虚”的量之间的出乎意料的并且非凡的关系便显示了出来，替 

如说= ef +2fc,r (k = 0, 士 1,. •. 

在实分析中，仅仅对于单值函数发展了一套严谨的理论，而多值情形却常常带来 
了许多麻烦.复分析则解释了多值性的本质所在，从而建立了多值函数的完美理论. 

复分析还给出了积分计算的有效方法从而得到了渐近估值，也给出了研究微分 
方程解的方法， 等等： 能用复分析为工具来解决的问题还可以罗列出很多.另外还必 
须提及复变函数能够描述平面向量场，更有甚者，在复分析中特别地可以选取岀那 
些函数,使它们对应于在应用中最感兴趣的，同时为位势的和无源的场（即散度为零 
的场).因此复分析在极不相同的领域中都找到了许多的应用. 

复分析的独有的且吸引人的特征之一是它真正的复合性.在其中分析与几何， 
绝对经典的与全新的课题结合了起来.各种数学分支与各种应用学科在复分析中碰 
在了一起.它的一些概念成了在若干领域中的许多研究课题的模型、源泉和起点，这 
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些领域包括了泛函分析、代数、拓扑学、代数几何和微分几何、偏微分方程以及其他 
的数学分支. 

复分析的原始思想出现在18世纪后半叶,首要是与列昂纳多 • 欧拉的名字相联 
系的.而大董基础性的理论则主要是由柯西、黎曼和魏尔斯特拉斯在19世纪的工作 
所创建的.在我们当代，复分析的比较经典的部分，即单复变函数的理论，已经取得 
了完全现代的形式.但总又出现一些与新提出的数学课题相关的，以及与应用相关 
的没有解决的问题.而在相对年轻点的部分，即多复变函数理论，仍然有着相当多的 
空白点.这个领域与现代数学的许多不同领域具有特别丰富的联系，并越来越引起 
了人们的注意. 

看来研究复分析时不仅应该熟悉单变的，还要熟悉多变的函数理论.但是这两 
个部分除了它们共有的（比较初等的）部分之外还具有许多互相之间在原则上相异 
的性质.因此至少在当今学科的发展水平上，我们还需持续不断地研究它们，但不应 
只是平行地进行. 

这本书是从作者在莫斯科大学讲课的讲义中产生出来的，其中第一卷涉及的是 
必修课程，第二卷则是专业基础课.本书的意图是将第二卷的许多主要思想从一开 
始就让它们在第一卷中出现，并在那里通过更加简单的单变函数的内容加以解释. 

写这本书的想法是 A . 0. 盖尔丰德向我提出来的，可惜他没能看到它的成书. 
A . A . 袭察尔仔细察看了原稿并做了许多明晰的注解 • B . C . 弗拉基米洛夫，: B . H •勒 
文，和 A . 马尔库舍维奇给了我一系列有益的建议，在搜集习题中，得到了 B . A . 
卓里奇的帮助，我非常感谢我的这些同事们.我特别感谢本书的编辑 E . M . 奇尔克， 
他仔细地审阅了原稿，消弭了若干不足之处. 


B . B . 沙巴特 
1968年9月 
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第一章全纯函数 


从描述复数及在它们上面的运算开始.我们假定读者已经对它们有所了解，因 
此我们的描述是简短的，着重于一些特殊的，我们以后要用到的内容. 

§1. 复平面 

1. 复数 

考虑有序实数偶对 z = ( x ,2/) 的集合 C , 或者完全等价的，笛卡儿平面: T 02 /的 
点的集合,或者平面（自由）向量的集合.两个向量= ( xi , yi ) 与 2 2 = ( x 2 , y 2 ) 看作 
相等 （21 = 句） 当且仅当 a；i = 0 ： 2, 2/1 = 2/2; 称表示了 Z 轴的对称点的向量 2T = ( x ， y ) 
和芝= ( x , - y ) 为 共轭的 向量.将向量 ( x ,0) 等同于实数 x ; 以 R 表示所有的实数的 
集合 Or 轴).对于实数也只对于实数有 ^ = 2. 

我们在集合 C 上引进代数运算，将 C 转化为一个域.像向量计算那样引进加法 
和乘以实数（标量积）的运算.于是我们可以将每一个元素 a e C 表示为所谓的“笛 
卡儿形 式”： 


z = x^l + y- i = x + iy y ( 1 ) 

其中以1 = (1,0), z = (0,1) 分别表示: r 轴和 y 轴的单位向量（通常略去第一个单位 
向量不写). 

在向量运算中引进了两种乘法：对于两个向量 zi = xi + iyi , Z2 = x 2 + iy2 , 我 
们有由公式 


(Zi,Z 2 ) = X 1 X 2 + yiJ/2 (2) 

给出的 标量积 （内积)，以及由公式 

[^ 1 , Z 2 ] = Xiy 2 - X 2 yi 


⑶ 
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给出的 向量积 ①.但是，众所周知,这些乘积中没有一个满足域的公理.因此我们在 C 
中引进另一 乘积. 就是说，作为定义令 i . i = i 2 = - 1，并且如果 rri + iyi 与 a ；2 + ij /2 
的乘积按通常的代数规则进行且令 i 2 = -1， 则称所得到的结果为它们的积.换 
句话说，按定义我们有 


2i22 = xix 2 - 2/i2/2 + i{xiy 2 + x 2 yi) ( 4 ) 

(可将关系式 i 2 = - i 作为由此得到的特殊情形).显然，这个乘积可以用公式 

Ziz 2 = (zi y z 2 ) + i[zi,z 2 ] ( 5 ) 

通过内积和向 M 积来表达，其中的共辄向量. .. 

习题.下面的复数乘积为什么不好？ 

( a ) ziz 2 = xix 2 + iyii / 2 ； 

(b) 2x^2 = xix 2 + yiy2 + i{xiy 2 + x 2 y\). 

假定我们已知所引进的加法与乘法运算将集合 c 转化成了一个域，并称其为复 
數域; 称它的元素即向量 z^x + iy 为复数.因此，复数 2 = ( x , 2 /) 是一个有序的，完 
全由实数 x 和2 / 组成的偶对，它们分别地（按照历史的习惯）称做复数 z 的实部和 
虚部，并以记号 


x = Re z, y = lmz (6) 

表示.实部等于零的数 z = (0, y ) 称为虚数（按习惯). 

前面引进的表示复数的笛卡儿形式 （1) 对于加法运算（以及对于它的逆运算减 
法）是方便的.但是，从 （4) 看出，要在这个形式下进行乘法（和除法）相当不便.对 
于后面的这些运算（同样对于提升为幂和开根的运算）来说更为方便的则是复数的 

极（坐标）形式： 


z = r(cos (p -\-i sin y ?), (7) 

它是由将 （2) 转换到极坐标得到的（任意复数 z # 0均可表示为这种形式).复数 
z = x + iy 的极半径 r = V /工 2 + 2/ 2 ,极角 P 即^轴的正方向与向量^之间的夹角， 
分别被称做它的模 和幅角 并以符号 

r=|z |，(p = Argz; ⑻ 

模被唯一定义，而幅角则只准确到一个加法因子，它是 2 tt 的整数倍.为书写简单，我 
们引进一个简缩表示 


cos tp + i sin = e 


ip 


( 9 ) 


(我们在这里应用了还没有定义的提升一个数为虚幂的运算，从而仅仅将其理解为一 


①在一般情形,两个向最的向量积仍是一个向景,它垂直于做乘积向董的所在平面.但只是在这 
里我们所考虑的平面向量场的情形，所有向量积是共线的，因此完全由标量 （3) 描述. 


§1. 复 平面 


个符号 ®)， 于是形式⑺具有了一个简洁的 形式: 



利用初等的三角公式和乘积公式（4)，我们得到关系式 

r\e iipi r2e l(p2 = rir2e x ^ x+ifi2 \ 


( 10 ) 

( 11 ) 


它表明了采用简缩表示 （9) 的自然性.关系式 （11) 断言，在复数的乘积下，它们的模 


相乘而幅角相加.在极形式下复数的除法同样可简单地表达为 


rie i(pi 

r 2 e i ^ 


T2 



(当然设 O / ◦). 

在一些问题中引进复数集合 C 的紧化是方便的.它由对复数集合 C 添加一个 


理想元素来完成，称这个理想元为无 穷远点 2 = 00. 与有限点 （2； # 00) 不同，无穷点 
不参与代数运算.我们称复数的紧化平面（即补充了无穷远点的平面 c ) 为闭平面， 
并记为 C 当需要强调其间的区别时，我们就称 C 为开平面. 

如果我们将复平面的点表示换作它们的球面表示，那么对于复数的描述会更加 
形象.为此，我们在三维欧氏空间中选取笛卡儿直角坐标系（，7?，（，其中€和 T ? 轴分 
别同于 x 和 y 轴； 考虑在此空间中的单位球面 


5 : + r ; 2 + C 2 = 1 (13) 

(图 1). 对于每个点 z = ( x , y)eC 我们给定 S 上一个相应的点 ^(^77,0, 它是点^ 
与球面“北极点” iV (0,0， l ) 的连接射线与该球面的 交点. 



图1 


称这样的对应 z^Z 为球极投影.在 （13) 中代人射线的方程 i = tx , 7] = 
t yi a = i - t , 我们求出在射线与球面的交点上有+ w 2 ) = 2 ,于是得到了球极投 


①在§13中我们将引进这个运算，并将证明右端数为 e (自然对数的底）的虚幂的公式 （9) 实际 
上是成立的. 


影的方程 


2 x 




1 


2 y 


1十糾 2 , 


M 2 - 1 


1 + W 2 


(14) 


由后面一个方程有^ 




l - c 于是由前两个方程得到逆映射的公式 


x= 1 — C ， 

从 （14) 和 （15) 看出，球极投影 z -* Z 建立了在 C 的点与 S \ N 的点之间的 
相互——的对应 (显然，点 N 不对应任何一个点 z ). 我们约定 AT 对应于无穷远点 
2 = oo , 因而建立了 C 与 S 之间的相互 一一 对应； 通常我们将 C 与球面 S 等同，称 
其为复球面或者黎曼球面.开平面 C 可以等同于 JV , 即去掉点 iV (北极点）的 
球面 • 


y 


v 


(15) 


相互 




习题. 设 t 为点 zes 的经度， u 为其纬度（图 1). 证明在球极投影下对应于 

Z 的点为 2 ： = se ^, 其中 s = tan (7 T /4 + u /2). # 

对应于复数几何表示的两种描述方式，我们在 C 上引进两个度量.其中一个是 
通常的欧几里得度量，在此度量下， C 中两个点 q = rri + ij /1 和 z 2 = X 2 + iy 2 之间 

的距离被取为 _ 

\z 2 - 2i I = y/(x 2 - Xi ) 2 -f {y 2 - 1/1 ) 2 . ( 16 ) 


第二个是球面度量，在其下两个点^与 z 2 之间的距离取为它们的球面像之间的 
欧氏距离（在 K 空间中).应用公式 （14), 经过不复杂的计算，我们求得两个点 


Z \, Z 2 


€ C 之间的球面 距离: 


p ( z \ , z 2 ) 




2 \z 2 - Zi 


i + \ zi \ 2 


(17) 


可以将这个公式推广到集合 C 上，这只要令® 


p ( z ， oo ) 


TT\z 


( 18 ) 


即可.显然，对于任意两个点 A ，勿€ <£，我们有 p ( z u z 2 )^2 . 容易验证这两个度量 
中每一个都将集合 C 变为一个度量空间，即它们满足通常的距离公理®.特别地，对 
于度量 （16) 的三角公理等价于熟知的不等式 


\Z\ -\-z 2 \ ^ \zi\ + \z 2 \. 


(19) 


最后,我们注意到，在一个属于固定圆盘 {W ^ R ： R < oo } 的有界集合 M C C 
上，欧氏的和球面的度量是等价的，这是因为从 （17) 看出，对于任意点 21 ， z 2 eM 

成立两个不等式 


2卜2 — 21 


1 + R 2 


< p(zi^Z2) ^ 2 | z 2 — 21 1 


( 20 ) 


① 如果在 （17) 中令^ = z ， 并对分子分母除以办 然后令 z 2 趋向 oo , 便得到了公式 (18). 

② 参看 B . A . 卓里奇的《数学分析》第一卷 （ M . : Hayka , 1981, p .413, 有中译本),蒋铎等译•北 

京：高等教育出版社, 2006-12. 


§1 .复[平面 


(对此更详细的情形，可参看下一节).因此球面度量通常都应用在考虑无界集合时. 
通常，我们将在集合 C 上考虑欧氏度量，而在亡上则考虑球面度量- 


历史注记 


作为结尾的是一点历史资料.第一个提到复数是作为负数的平方根出现在卡尔 
达诺 （ G . Cardano ) 的著作《大衍术 （Ars Magna ) 》 ( I 545 年）中的；他认为原则上这 
样的数可引入到数学之中，但他的意见是这没有什么意义.这种判断并没有充足的 
根据，它很快就显现出 来了. 1572年，邦贝利 （ R . Bombelli ) 发表了著作《代数学》， 
在其中他叙述了这种数的运算规则，并指出如何利用它们去解三次方程长时期里 
复数仍旧被蒙上了一层神秘的面纱 . 1702年莱布尼茨则认为它们是“人类的那种近 
乎存在与不存在的两可精神的极佳而神奇的避难所”；但他也认为: r 4 + 1不能分解 

为两个二次因子的乘积（然而这可用复数初等地做成). 

将复数积极地用于数学中是从欧拉的工作开始的（参看§ 2 );公式= cos ^ + 
i sin if (1748 年）也归功于他.将复数的几何表示作为描述平面向量的方法首先出现 
在丹麦的大地测景员韦塞尔 （ C. Wessel) 的著作中 （ 1799 年)， 而后则在阿尔冈 （ R. 
Argand) 的著作中 （1806 年).然而这些工作没有得到广泛的反响，甚至于做出了许 
多复分析基本结果的柯西 (Cauchy) (参看第二章 §5 )， 他在其早期工作中也只将复数 
认作为是一个便于计算的符号而已，并将复的等式看作为描述两个实的量之间的等 

式的约定写法. 

第一次系统地叙述复数，以及它们上面的运算和它们的几何解释是由高斯在他 
1831年的论文“二次剩余论”中给出的；“复数”这个词也是他给出的 • 

2. 复平面的拓扑 

我们已在集合 C 和 C 中引进了度量，从而将这些集合变成了度量空间.现在我 
们要在所考虑的集合上引进对应于这些度量的拓扑.为此我们将确定出开集系. 

设 e > 0为任 意数; 点初 e C 的&邻域％。=叭勿 〆 ） （在欧氏度量下）意味着 
一个以该点为圆心，以 e 为半径的圆盘，即那些满足不等式 

\z — zq\ < e ⑴ 

的点 2 的集合.对于勿 e C 的 e - 邻域，我们则理解为这样一些点 z C 的集合: 
使得 

p(z, Zo) < 6. ( 2 ) 


①在邦贝利的书中有关系式 


2 + — 12 r 十 y2 - y / —121 4. 


第一章全纯函数 


第1小节的公式 （18) 表明 P ( z , oo ) < e 等价于不等式 M - 1;因此，无穷远 

点的 e - 邻域在平面上对应于圆心在坐标原点的圆的外部（补充一点 z ：= oo ). 

我们称 C (或 U ) 中的集合 n 为开集； 是说，如果对于它的任一点％存在属于 
这个集合的邻域 C 4。. 

容易验证这样引进的开集概念将 C 和 C 变成 了拓扑空间， 即这时满足了通常 
的公理. 

在一些问题中利用所谓的 有孔邻 域较为方便，在 C 和 C 上它分别意味着满足 
不等式 

0 < — 2o | < e ， 0 < p ( z , z 0 ) < e . (3) 


的点 ar 的集合. 

在本节我们将考虑那些要在以后不断使用的基本的拓扑概念. 


定义 1. 称点 ^0 G C (相应地， C ) 为集合 M C C (相应地， C ) 的 极限点 是说， 
如果在 C (相应地, U ) 的拓扑意义下，点％的任何一个有孔邻域中都至少存在有 M 
中的一个点.称集合 M 为 闭集合 是说，如果它包含了所有它自己的极限点.称 M 
加上它的所有极限点的集合为 M 的闭包，并以记号冠表示. 


例. 所有整数{0, 土 1，士2,… } 的集合 M 在 C 中没有极限点（从而为闭)•在 C 
中它有一个不属于 M 的极限点 z = oo (从而在 C 中不闭) . # 


在 C 中任意无限集合至少有一个极限点 （紧性原理) • 

表现了复球面完备性的这个原理可以由实数的完备性推导出来；我们不在此证 
明它.在 C 中紧性原理不再成立（可由上述例子看到).但是它对于无限的有 界集， 
即属于任意圆 {| z | < R} t R < oo 的无限集合成立.我们称这样的集合为紧① • 

由第1小节的不等式 （20) 显然推出，点勿 一 oo 为 C 拓扑下集合 A / 的极限点 


当且仅当它为在 C 拓扑下 A / 的极限点.换句话说，在有限极限点的范围内应用欧 


氏度量和应用球面度量有同等的功效.这里的意义应该理解为第1小节末尾所陈述 
的那种度量等价性. 


定义 2•序列 {〜} 是指非负整数集到 C (或 C ) 中的一个映射，换句话说，是 
非负整数变量的一个取复数值的函数.称 a € C (或 C ) 为序列 { an } 的极限点是 & 
如果 a 在 C (或亡）拓扑下的任意邻域中均含有这个序列的无限多个元素.称在 C 
中有唯一一个极限点 a 的序列 { a n } 为 收敛于 a ; 可写其为 

lim a n = a . ⑷ 

n—oo 

注 •序列 {〜} 的极限点与值的集合 {〜} 的极限点之间是不相同的.例如，序 
列= l(n = 0,1,2,--*)有极限点 a = 1,而点集{如}仅由一个点组成，没有极 

①这与一般紧性的定义不同,应 称为闭包紧. ——译注 


限点. 

习题.证明下面的命题： 

(1) 序列 { a n } 收敛于点 a 当且仅当对于任意 e > 0存在自然数 iV 使得对于所 
有 n 彡 N 满足不等式 | a n — a \ < e (如果 a _ 00 ) 或者 p ( a n , a ) < e (如果 a = oo ); 

(2) 点 a 为序列 { a n } 的极限点当且仅当存在收敛于 a 的子序列 { a n J . # 

一般说来，复数的等式 （4) 等价于两个实数的等式.设 a # oo , 于是，不失一般 
性，可以假 定‘一 oo , 从而令 a n = a n + i /3 n , a = a ~ hi /3 (对于无穷远点实部和虚部 
的概念没有意 义)； 容易证明 ， （4) 等价于等式 

lim a n = a , lim /3 n = .① （5) 

n—too n—♦oo 

在 a # 0， ^ oo 的情形，可以假定 a n 7 ^ 0, ^ oo , 从而可令 a „ = r n e iiPn , a = re itp \ 
于是如果 

lim r n = r , lim = V 5 ， ⑹ 

n—♦oo n—^oo 


则 （4) 成立，反之，如果 （4) 成立，则 （6) 成立，其中在第二个等式中适当地选取了 

如果 a = 0或 oo , 则⑷与 一 个关系式 lim n _*oo r „ = 0或 limn^oo r n = oo 等 
同（这时不起作用). 

习题.证明以下 命题： 

(1) 序列 { e in } 发散； 

(2) 如果级数 Zn=i 收敛，且 larg Onl < a , 其中 a < tt /2, 则此级数绝对收敛 

(arg a n 表示由 Arga n 得到的值,使得它满足 条件- 7 r < arg a n ^ 7 r ). # 


我们有时会用到两 个集合 M 与 N 之 间的距 离这个概念，它被理解为任意两个 
点之间距离的下确界，其中一个点属于 M ， 而另一点属于 AT : 


p ( A /, N ) = 




〆〆，："); 


在这里当然可考虑用欧氏度量替代球面度量. 


⑺ 


定理 1. 如果闭集 A /, TVc C 不相交 （MniV = 0 ), 则它们之间的距离为 正数. 

证明. 设若相反， p ( M , N ) = 0. 由下确界的定义，存在点序 4 € A / 和 4 " 
使得 lirr ^— OOP %,#) = 0. 按照紧性原理，序列4和 < 分别有极限点 〆 和 〆 '， 
并由集合的闭性知 〆 € Af ， z 〃 € iV . 若必要可转而考虑子序列，故可假定4 — 


◦为证此，只需利用关系式 

max(|a n — a|, \0n — P\) ^ |an - a| = J (a n — a) 2 + (/3n — 0) 2 ^ \otn - a| + |^ n — 0\- 


® 如果随意选取 Wn , 则 { fn } 当％收敛时可能不收敛. 
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〆 ，根据球面度量的三角不等式我们有 

p{z\z n ) ^p(z\z f n ) + p(4, 4’) + p(0"). 

而右端当 n — 00 时趋向于 0 ;因此，取极限便得到了 p ( z \ z /f ) = 0 . 由度量的正性公 
理得出 〆 = 〆 '，而由于 〆 e Af ， z 〃 e %从而这与定理的假设条件 M n AT = 0 相 

矛盾. 口 

3. 道路与曲线 


定义 1. 我们称从实轴上的区间0，別到 C (或 C ) 的一个连续映射为一条道 
路 7. 换而言之，道路是 一 个实变量£的复值函数 2 = 7(0，它在每点 k € [ oc , P ] 
按如下意义 连续： 对于任意 e > 0存在邻域 P € [ a ,/3] : \t - to \ < (5} 使得对所有 

这样的 * 有|7⑷一 7(< o )| < e (或者，如果7⑹= oo 有 p (7 ⑷,7_ <办称点 
a = 7 ( a ), b = y ( 0 ) 为该道路的端点（如果 a < /3,则称 a 为起点，6为终 点)； 如 
果 7 ( a ) = 7 (/?)则称其为闭道路.如果对于所有 < 6 [ a ，/?] 有 7⑷ e A /， 则说道路 
7: [ a ，/?] — C 位于集合 M 中 • 

在有些问题中区分道路和曲线的概念是有好处的.为了引进后面这个概念，我 
们约定，称两条道路 


71 : [«i,/?i] — C， 72 : [ot2,(h] C 
为等价 （71 〜 72) 是说，如果存在连续的递增函数 

r : [ai,/3i] ^ [a 2 ,^ 2 ] ⑴ 

使得对所有 t e 有71 it ) = l 2[ r { t ) l 不难验证，这个关系满足通常的等价公 

理：自反性 （7 〜 7)，对称性（如果 7 i 〜 72，则72 〜 71)，以及传递性（如果71 〜 72 
以及72〜73,则71〜 73). 我们这时称72由71通过参数变换 （1) 得到- 

例. 考虑道路 71 ⑴= t,t e [ 0 ， 1 ]; 72(0 = sintyt e [ 0 , w /2 ]; 73(0 = costyt € 
[ 0 , 7r / 2 ]; 74 («) = smt,t e [0, tt ]. 所有这些情形中的％的取值集合都是一样的，即区 

间[0, 1]. 但是只有71〜72;道路73和74与前两个不等价且73与74相互也不等 

价: 它们的走向与前两个的走向不同（图 2). 可以说， 71 与72等价于道路7 3 ' 即那 
个由73通过变换方向得到的道路（对此可参看以下的第15小节) . # 

0 o ■ m o 1 

71.72 



73 



0 <i _ M = 

74 



图2 


习题.以下哪些道路相互等价？ 

(a) e 2 U; 

(b) e 4 -MO, 1]; 

(c) e _ 2 气 [0,1]; 

(d) e 27ri9int ,[0,7r/6]. # 

定义 2. 称在所引进的等价意义下的一条道路的等价类为一条曲线.有时，如 
果不会引起歧义，我们也理解曲线为点集7 C C , 它由区间 [ a ,/9] 在某个连续映射 
z — 7( t ) 下的像点组成. 

我们将引进以后要考虑的满足某些条件的道路和 曲线. 称7 : [%刮 — C 为若尔 
当道路 (Jordan path) 是说，如果映射 7 为连续且相互 一一 . 请读者自己给出若尔当 

闭道路的定义. 

称 7 : C 为连续可微的是指，如果在每一点 f G [ a ,/?] 存在连续的导数 

V (0 (7(0 = x ( e ) -f iy ( t ) 在点纟 o € ( a , P ) 的导函数理解为这样的组合 /( t 0 ) + V ( t 0 ), 
而在区间的端点则是相应单边导数).称一条连续可微道路为光滑的是说，如果对所 
有 t 6 [ a ,/3], 7 ； ( t ) ^ 0; 之所以引进此概念是为了避开奇点 • 称一条道路是逐段光滑 
的是说,如果7⑷在 [ a ,/?] 连续，且 [ a ,/?] 可分成为有限个（闭）区间，使得7⑴在 
其中每一个上的限制定义了光滑道路.称一条道路是可求长的③是指，如果在 [ a ，/3] 
上几乎处处存在 7' ⑷，使其为勒贝格绝对可积（即存在道路的长度： 



任意一条逐段光滑道路都是可求长的. 

今后我们将使用对描述函数（特别地，对道路）光滑性的约定俗成的术语：称连 
续函数为0函数类，连续可微为 C 1 函数类，一般地在所考虑区域内的 n 次连续可 

微的函数被称为 C - 类 函数. 

例. 前一个例子中的71，72, 73为若尔当道路，74则不是 • 圆 z = e“，t € [0, 2 tt ] 
为闭若尔当道路（光滑)；四瓣玫瑰 z = e i4 cos 2t, t e [0, 2 tt ] (图 3(a)) 为闭的非若尔 
当道路（光滑)；半三次抛物线之= t 2 (t + i ), t € [-1,1] m 3( b )) 为若尔当（连续可 
微，逐段光滑).道路 z 当 t = 0 为 0, 当，# 0 时 2 =尤 (尤 + 2 sin |)， Z e [-士 ，引 \ {0} 
(图 3( c )), 为若尔当，非可求长的（从而不是逐段光滑的). 

同样的限定词也可加到曲线上. 若尔当曲 线指的是某条若尔当道路的等价类 
(因为参数变换 （1) 是相互 一一 的，故从一条若尔当道路得出所有与它等价的道路的 

若尔当性质). 


①今后，谈及可求长的道路时我们总假定读者了解实变函数论中相应概念.不知道这些概念的 
读者完全 W 以以逐段光滑道路类来对待就可以了. 
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图3 

光滑曲线的定义需要更加细致 修正： 当表示这条曲线的道路代之以另一条与其 
等价的道路时，我们引进的这个概念不会遭到破坏.因为连续且递增的参数变换 （1) 
可能将光滑的道路转换成非光滑的，故而光滑性的概念相对于这样的变换不是不变 
的.所以我们应该在变换 （1) 上加上补充条件. 

准确地说，我们称从一条光滑道路通过所有可能的参数变换 （1) 得到的道路类 
为光滑曲线，其中 T 为连续可微并具有正导数的函数.我们可类似的处理逐段光滑 
的和可求长的曲线的定义.在前一种情形，我们要求容许的参数变换是连续的，并除 
去有限个点外具有连续的正的导数（而例外的那些点具有单边导数).在第二种情形 
我们要求参数变换由递增的绝对连续的函数来定义 ® • 

有时我们会利用曲线概念的另一个几何解释，于是对于若尔当的，光滑的，逐段 
光滑或可求长的曲线理解为点集 7 CC , 使得它可表示为 [ a , p ] 在映射 z == 7 ⑴下 
的像，其中的 z = 7(< )分别定义了若尔当的，光滑的，等等 道路. 

4. 区域 

定义 1. 称具有以下两个性质的点集 pec (或 e ) 为 区域： 

( a ) 对于任意点 aeD 存在该点的邻域 g 乃（开 性)； 

( b ) 对于任意两个点 a , be D 存在位于 £) 中的道路，其端点为 a 和6 (连通性). 

称 C 中不属于 D 但是是它的极限点的点（即该点的任意邻域中存在属于 D 中 
的点，并至少有一个不属于乃的点）为 D 的边界点.称 D 的所有边界点的集合为 
该区域的边界,并以记号奶表示.区域 D 与它的边界的并与闭包万重合.称 C 的 
既不属于也不是它的边界点的点（即集合£\万(万的补集）的点）为 D 的外点; 

①我们假定已知， 道路 可求长的充分必要条件是，函数 7( t ) = * ⑴ + iv ( t ) 具有有界变差（即 X ( t ) 
与 y ( t > 具有有界变差)，同时复合函数 7( t ( r )) 也是具有有界变差的函数，其中 7(0 具有有界变差， 
而 t ( r ) 为绝对连续. 


§1 .复平面 
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它们中每一个点都有一个邻域不含 D 中点. 


定理 1. 任一区域 D 的边界为闭集. 

证明.设 Co 为集合 3 D 的极 限点； 需要证明 ioedD . 取点&的有孔邻域 C /. 
于是在中存在点 （e aD ， 从而有点 （ 的邻域 F c C /. 在 V 也就是在 t / 中既存在 
D 的点，也存在不属于乃的点.这表明 Co 为 D 的边界点. □ 

以后我们有时会在所考虑区域的边界上加上一些补充条件.为了阐述它们，我们 
来推广前面所引进的连通概念. 

定义 2. 称集合 M 连通是说，如果不能将它分成两个非空子集奶和 M 2 的 
并，使得交 i ^ nM 2 和 Mi c \ W 2 都为空集.特别地,称一个闭集为连通是说，如果不 
能将它分成两个不相交的非空闭子集的并.称闭连通集为连续统. 


定义1的 （ b ) 所表达的性质（集合的任意两个点用这个集合中的道路连接起来 
的可能性）被称 做道路 连通.可以证明，任意道路连通的集合为连通，但反过来一般 
并不成立.然而对于开集情形这两个概念是重合的①. 


设集合 M 不连通.称 M 的极大连通子集（即不被其他的 M 的连通子集所真 


包含）为 M 的一个连通分支.可以证明，任意集合是其连通分支的并（有限或无限 


多个)②. 

称区域 Dec 为单连通的是说，如果它的边界是个连通 集合; 反之则称 D 为多 
连通的区域.如果的连通分支为有限个，则称这个个数为区域 D 的连 通阶； 如 
果这样的分支个数无限,则称 D 为无限连通区域. 


例.图 4( a ) 的集合，即双纽线的内部不是区域也不是连通的（但它的闭包连通). 
在两个相切圆之间（图 4( b )) 是个单连通区域（它的边界为连通集).在图 4( c ) 表示 
了一个4-连通区域（它的边界由四个连通分支组成 ：圆, 带一线段的圆，以及两个点). 
在图 4( d ) 上的区域，即去掉线段 {x = 1/2' 1/3 2/3}, n = 1，2，...的正方形 

{0 < a ； < 1,0 < 2/ < 1} 是无限连通的 . # 


有时我们也引进不同类型的条件.我们称区域乃 为若尔当的 是说，如果它的边 
界 dD 由闭的若尔当曲线（在这个概念的几何解释下）组成.称区域 D 为紧的 是说, 
如果存在包含乃的圆 {kl < R < oo } (这仍然不同于我们通常的定义，按下面说法, 
是紧闭于 C 译注).我们说集合 M 紧闭于（或闭包紧于 ） (compactly belongs to ) 


区域 D 是说,如果它的闭包 M (在 C 拓扑下，即不仅考虑 Af 的有限的而且还有它 
的无穷远的极限点（如果有的话 )） 属于乃. 


①证明可参看 C . 斯托伊洛夫的书《复变函数论》第一卷 （ M . : MMP , 1962, p .31). 

⑦参看 豪斯多夫的书《 TeOpMH MHOJKeCTB 》(有中译本： 集论. 张义良，颜家狗译.北乐：科学出 
版社， 1966) ( M .- JI .: OHTH , 1937, p .120). 
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例. 矩形 G = {|州< 1 ， M < 1/2} 紧闭属于带状区域 D = {| y | < 1}, 而较其二 
倍窄的带 G 2 = {| y | < 1/2} 属于 D ， 然而非紧 . # 

我们以记号 C 表示紧闭属于这个性质（如果 M C A 则 M 运 D ). 而区域的紧 
性意味着 DmC . 

以后将要反复应用下面的定理. 

定理 2 . 设 M c € 为连通集， AT 为其非空子集.如果 iV 在 M 的相对拓扑①下 
既开又闭，则 M = N . 

证明. 设若相反，集合 AT = M \ 7 V 非空.集合 N 在 C 的拓扑下的闭包及显 
然由在 M 的拓扑下的闭包 ( N ) m 的点以及某个不属于 A / 的集合（可能为空）的点 
构成.因此及 n AT = ( N) m n N f , 但因为 N 在 M 的拓扑下为闭，故 ( N)m = %从 
而 W n jv ，= N n N ， 为空集. 

然而因为 JV 在 M 的拓扑下为开，故它的补集 7 V ' 在这同一拓扑下为闭（由于 
N 的开性， AT 的极限点不可能属于 AT , 从而必属于 AT ). 将对 Fn AT 的讨论同样 
用于交 WnN 、 于是得到 WnN 为空集.这与 A / 连通的定义矛盾. 口 

§2. 单复变函数 

5. 函数的概念 

定义 1 . 在集合 M c C 上一个给定的函数/是指所给出的是一个规则，按此 
规贝！ ] 每个点2 € M 对应了一个复数 w ; (有限或无穷)：记为 

/ : M — > C , 或者 u ; = f(z). 


①集合 MCC 的相对拓扑是指 M 中点的邻域为该点在 C 的拓扑下的邻域与 M 的交. 


(1) 
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按照这个定义，任意函数是 单值的 （我们将在第三章中引进多值函数的概念).有 
时我们也会加上相互 一一 的条件.称函数/ : M — C 是相互 一一 或 单叶的 是说，如 
果它将不同点 A , z 2 eM 映到不同点，换句话说，如果能够从等式 f( zi ) = f(z 2 ) 得 
到等式 Zl =22 (对于 2 i ， 2 2 € M ). 

给出函数 f •• M — C 等于给 了两个实函数 


u = w(z )， v = v { z) f (2) 

其中 u : M —► R , v : M — > R (我们假设 z = x iy R f ( z ) = u + iv ). 如果再有 
/ 一 0, # oo ①，令 /( a ) = 我们则可将此函数写成两个关系式的形式 

p — p ( z )^ tp — + 2 kn (k = 0, ±1, • • •) (3) 

(在使/ = 0, / = oo 的点上，函数 p = 0 或 /5= OC , 而必则没有定义). 

我们常常利用函数概念的几何解释 .（2) 提示我们可将/解释为在三维空间中 
的两个曲面 tx = u ( x , y ) 和 V 但是这种方式并不合适，这是因为它并不能 

将 ( u , v ) 解释为复数.因此我们只能局限于将函数 f : M ^ C 表示为集合 M 到球 
面 C 的一个 映射. 

为了使这个表示更加直观，我们将刻画在所考虑的映射下的相互对应的集合.更 
经常的是描述坐标线（笛卡儿或极坐标系的）及其它们在 2 和 w 平面中的像.在给 
这些集合标以数字标号后，在简单的情形中我们便能得到函数的足够好的几何表示. 

例. 可以在极坐标中方便地表示出在上半平面 { lmz >0 } 中的函数 

w = z 2 . (4) 

令2 = re # (0 < p < 7 r ) 及= pe iri ， , 我们可以改写 （4) 为下面的两个形式： 

p — r 2 , ip = 2 (p (5) 

(参看第一节关于在极坐标中复数的乘法规则) . # 

由 （5) 看出，半圆 {r = r 0 , 0 < cp < tt } 在所讨论的这个映射下变换成了去 
掉 一 点的圆 {p — rg , 0 < tp < 2开}，而射线 {0 < r < oo , ip = tpo } 变为了射线 
{0 < p < oo , ip = 2抑}(图 5). 上半平面 {Imz > 0} 变换为剔除正半轴的 w 平面. 
方便的办法是将该半平面表示成张在两个半轴（正和负的）薄弹性片，而这两个半轴 
在坐标原点的联接是可自由活动的，故而薄片可依这两个半轴自由滑动.因此变换 
(4) 可解释为该薄片的形变，它是由半轴的相互叠加产生的. 

映射 （4) 也可用笛卡儿坐标以两个方程的形式 表示： 

u = x 2 — y 2 , v = 2 xy (6) 

(令 z = x w = u -\- iv 并在关系式 w = z 2 中分离出实部和虚部).在 （6) 中令 
y = 2 / 0 ,我们得到曲线 u - x 2 - yl，v = 2 xy 0 (x € R ), 它对应于直线 y = 2 / 0 ,这是一 


①这种写法表 7 K 对所有 2 e M 有 f ( z ) ^ 0, ^ oo . 
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图5 


条抛物线对应于射线 {x = x Q ,0< y < oo } 的是抛物线的弧段 

u = xl ~ y 2 , v = 2 x 0 y (y € R +) ① 

(图 6). 



图6 


注. 我们在上半平面考虑映射 （4) (虽然它在整个 C 上有定义）是因为它在此 
区域中是单叶的.在整个平面，或在任意的只要至少包含一对点％和-％ / 0) 
使得它们能变化为一个点叫 )= 4的区域中，映射 （4) 便不是单叶的了并且所描述 
的几何表示便不再直观了. 

① R + 表示正数的集合. 




§2. 单复 变函数 
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有时也用到函数另外的几何表不方法：在空间 （ x ， y ,/3) 中讨论曲面 p = \ f ( z )\, 
称它为函数/的模曲面或地貌图.在这个曲面上有时也表示出水平集 Arg / = const . 
在简单的情形这个集合是具有充分稠密网格曲线，可以建立在极坐标下函数/的值 
的分布表示.在图7上描绘了函数的模曲面. 



图7 

现在转向作为分析基础的函数极限的概念. 


定义 


设函数/在点 a e C 的一个有孔邻域中 定义； 称数 A e 亡为它当 


趋向于 a 时的极限， 



Urn f ( z ) = A , ⑺ 

是说，如果对于点乂的任意邻域仏存在这样的有孔邻域 W ， 使得对于所有的2 € 
%值/(2)属于以 . 也就是说，对于任意 e > 0,可以找到5 > 0使得由不等式 

0 < p ( z y a ) < 6 (8) 

得出不等式 

p ( f { z ), A ) < e . ⑼ 

如果 a , A / 00 ,则 （8) 和⑼可以换作不等式0 < |z — a | < 5和 1/(^) — A \ < e . 
如果 a = 00 , / 00 ,则它们可重写为 6 <\ z \< 00 , \ f ( z ) - A \< e ; 读者不难写出对 

于剩下情形 a # oo , y 4 = oo 和 a = >l = oo 的不等式. 

对于 A ^ oo 我们令/ = w + iv , A = A Y + iA 2 i 并容易证明，等式⑺等价于两 

个实的等式 


lim u ( z ) 



= My 


lim v ( z ) 



=A2 


( 10 ) 
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如果还假设 A / 0,并以适当的方式选取 arg /的值①，则⑺可以在极坐标下 
重写为 


lim \ f ( z )\ = \ A \ } lim arg f ( z ) = arg A . (10，) 

名一 ♦Cl Z — tQ 


因为所采用的函数极限的定义表现出与在实分析中的定义完全 一样， 并且在复 
函数上的代数运算按照实情形同样的规则进行，故那些关于在一点上函数极限的初 
等定理（诸如和的极限之类的）自动地转移到复分析中，所以我们不再继续去陈述和 
证明它们了. 


在一些情形我们会谈及函数沿集合的极限.设给定了集合 M ， 并以 a 为它的一 
个极限点，而函数/的定义集合包含了 Af . 我们称/当 z 沿集合 M 趋向于 a 时趋 
向冷并记为 


lim f ( z ) = A , (11) 

z —♦ d 



是指，如果对任意的 e > 0存在 6 > 0, 使得对所有满足0 < p (2， a ) < J 的 z € A /, 成 
立不等式 p ( f ( z ) y A ) < e . 


定义 3. 设函数/在点 a €亡的某个邻域中有 定义； 称它在点 a 连续是说，如 


果存在 


lim f ( z ) = /( a ); 

z—^a 



如果 /( a ) 一 oo , 我们则谈到的是在 C 意义下的连 续性； 如果 /( a ) = oo 则所谈到的 
是在 C 意义下的连续性（或者说是广义的连续性). 

按照刚才所谈及的那些理由，关于在一点连续的函数的初等定理（诸如和的连 
续性等等）均可自动地转移到复分析中，在这里的连续性必须理解为在 C 的意义 
下的. 

同样也可以谈及沿集合 M 在点 a 的连续性，就是说如果 a 是 A / 的一个极限点 
并且 （12) 左端的极限理解为沿集合的极限.称在集合 A / 中每点连续（沿 A / 连续) 
的函数为在 Af 上 连续. 特别，如果/在 区域乃 每点均连续，则说它在 该区域中连续 
(这时在 D 中每点连续是在定义3的意义下的，这是因为每个点是连同它的一个邻 
域一起包含在 D 中的) • 

我们要特别注意在 （ C 意义下） 闭集合 K C E 上（在 C 意义下的）连续函数的 

性质. 

1. 任意在集合 K 上连续的函数/有界（即存在常数>1，使得对所有的 2 e K 
有 \ f ( z )\ ^ A ). 

2. 任意在集合欠上连续的函数/达到它在 K 中的上界和下界（即存在点 
Z1 , z 2 €K 使得对所有的 zeK 有 \ f ( z )\ < 1/( 之01， \ f ( z )\ > 1/⑹ |). 

①从此以后，符号 arg m 代表 ti ; 的复数值 Argw 集合中的 一个; 这同一个符号也被用来表示函 

数 arg f { z ), z € M . 


§2. 单复 变函数 
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3. 任意在集合 K 上连续的函数/为一致连续（即对任意 e > 0存在6 > 0使 

得只要 Zi t z 2 € A " 及 p ( zi , Z2 ) < S 就有 \ f ( zi ) - f ( z 2 )\ < e ). 

这些性质的证明与实分析中的证明完全一样，因此我们不再停留在这个证明 
上了. 


6. 可微性 


分析中的这个重要的概念与线性性质相关,从而我们从单变的复线性函数着手. 


定义 1. 分别称函数 i : C — C 为 R - 线性或 C •线性 是说，如果 

( a ) 对所有的 zi ， z 2 € C 有 + 勿）= l { z \) + l ( z2 ), 

以及对所有的 zee ： 

( b ) 和对所有 A e K ， l (\ z ) = A /( z ), 或者，分别地， 

( b ，） 和对所有的 AgC , l {\ z ) = M ( z ). 

因此，线性函数是在实数域上的线性，而 C - 线性函数则是在复数域 上的； 因为 
( W ) 强于 （ b )， 故 C - 线性函数构成了 R - 线性函数的子集. 

我们来展示 R - 线性函数的一般形式.令 2 = a : + 并利用性质 （ a ) 和 （ b )， 
对于任意 R - 线性函 数/有 …）= d ⑴+ y /( i ) •记 Z ( l ) = a ， Z ( i ) =卢并做代换 
x = \(z 十旬，2/ =去 _ 5); 在简单地变换之后我们得到如下结果： 

定理 1. 任意 R - 线性函数具有形式 

l ( z ) = az bz f (1) 

其中 a =^( a ~ i 0) 以及 6= + 为复常数. 

类似地，由等式2 = 1 • z 及根据基本性质 （ b ') 得到 

定理 2. 任意 C •线性函数具有形式 

l ( z ) = az , (2) 

其中 a = /( l ) 为复常数. 

定理 3. R - 线性函数是 C - 线性的充分必要条件是该函数满足 

l { iz ) = il ( z ). (3) 

证明. 必要条件 显然. 由定理1 知 /⑷ = az-h bz , 因此， l ( iz ) =奴似 - 6幻，而 
il { z ) = i ( az -^ bz ); 如果 （3) 被满足，则2敁= 0,由此& = 0,即 Z 为 C - 线性函数. □ 

令 a = ai + < a2 ，b = b \ ib^ y 又 2 = x + iy ，w = u -\- iv 并分离实部和虚部，我 
们可以改写胳线性函数 w ^ az - t - bz 为两个实等式 


w = (ai + b\)x — ( a2 — v = (< i2 + & 2 )工 + (ai — b \) y . 
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因此， I 线性函数的几何等同于平面的仿射变换，其雅可比为 

J — o，i — = \ ci \ 2 — |6| 2 . (4) 

当 M ¥ W 时，这个变换非 退化； 它将直线变换为直线，平行的直线变换为平行的, 
而正方形变为平行四边形（图 8). 



当 M > | b | 时，它保持定向，而当 H < |6|时则变向 ®. 

但 C- 线性映射 w = az 不会改变定向，这是因为这种映射的雅可比 J = |a| 2 彡 0; 
它们当 a 一 0时非退化.令 a = | a | e - 并记住复数乘法的几何意义，我们便看出非退 
化 C - 线性映射 

w = \ a \ e xa z (5) 

从几何上看将平面拉大了 |a| 倍，并旋转了角 a = arg a (图 9). 这样的映射保持角 
不变，从而将正方形变为正方形. 



图9 

我们注意到，保持角不变给出了 C - 线性映射的特征描述.进一步，成立 

定理 4. 如果 R- 线性映射 w; = az + 敁保持定向及三个不共线向量 
e iaa 之间的夹角不变，則它是个 C - 线性映射. 

证明. 不失一般性可设向量及其像均指向正半轴（如若不然，只要改变 z 
为就可以了，对于 ti ； 可类似进行).于是2 == 1应该对应正数，从而表明 
a + 6 > 0. 保持 2 = 1 与 e iai 之间夹角的条件可写成 ae iai + 6e— ai = hie ia ^ 其中 


①称非退化仿射变换保持定向是说,如果它保持绕三角形顶点的走向不变. 
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/ii >0,从而 a + 6 e- 2iai > 0;类似地，有 a + be ~ 2ia ^ > 0. 如果& 一 0,那么由向量加 
法的三角形定律，我们得到了三个具有等长|6|的不同向量汍 be ~ 2ia \ ，它 

们都从向量 a 的终点引向实轴.这是不可能的，从而& = 0. □ 

习题. 

( a ) 举出 R - 线性但不是 C - 线性映射的例子，并且它保持两个方向间的角不变. 

( b ) 证明，如果一个 R - 线性映射保持定向并将某个正方形变为正方形，则它为 
C - 线性 . # 

转而讨论可微性的概念.函数的可微性意味着从它的增量中分离出线性主部， 
即微分的可能性.对应于两种线性性从而存在两种可微性的概念. 


定义 2 . 取定一个点 zeC 及它的一个邻域？7;称函数 f •• U — C 在点 z 是 
R - 可微的（对应地, C - 可微的）是说，如果对于足够小的 jAzI 它在这一点的增量具有 
如下 形式： 


A / = f(z + Az ) - f ( z ) = l ( Az ) + o ( Az ), (6) 


其中 Z 对于固定的 z 是一个 R - 线性 （对应地， C - 线性） 函数，而 o ( Az ) 是相对于 Az 
的髙阶小的量，即当 h — 0时 o ( Az)/Az - 0. 称函数 /为 /在点 z 的微分，并以 
记号 d / 表示. 

R - 可微函数的增量因而具有形式 


△/ = aAz - I - bAz + o ( Az ). 


⑺ 


在这里令么 2 = (从而^ = Ax ), 对它除以 AO ： 并取极限 AO ： — 0;我们于是 
得到 


Um ^ 

Ax— »0 /\x 


dl 

dx 


= a + 6. 


类似地，令& = iAy (对应地，石= - iAy ) 并取当 Ay -> 0时的极限,我们得到 

lim 

△ y — 0 

并由这两个关系式得到 

1 fdf df \ I fdf df \ 

a = 八巧 - b= 2\di + l d^)' 

对于所得到的系数采用专门的 记号： 

df _ 1 (df df \ df _1 fdf df \ 

有时称它们为函数 / 在点 z 的形式 导数.它们首先是由黎曼在1851年写出来的（参 
看下面的第40小节的历史注记). 

习题. 证明， ( a ) || = 0, || = 1;⑻羞 (/ + ^) = H + if » ^(/ - 9) = %9 + /§!» 

以及对于矣的类似结果 . # 


A / 

込 y 


- i 9 / = a 
oy 


b 
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dz = Az^Jdz = Az , 我们便给出了对于 1 R - 可微函数的 


微分公式: 


df = + ^ zr ^ dz . 


dz 


dz 


⑼ 


因此，所有函数 f = u + iv 在点 2 为 R •可微性原来就是说其中的 u 和 v 作为 
两个实变量: T 和2/的函数具有在该点的通常的微分，而从本质上说这并没有引进在 
分析中的任何新概念. C - 可微性的概念才是新的，特别，复分析正是由此而发端的. 
C - 可微函数的增量具有形式 


△/ = : aAz + o ( Az) y 


( 10 ) 


而它的微分是 A 2 的 C - 线性函数（在固定的 Z 下).由公式⑼看出， C - 可微函数是 
在 R - 可微函数中附加了条件 


dz 

分离出来的. 

如果/ = u + iv , 则由公 式⑻有 II 
式 （11) 可以重写为两个实等式的形式： 


0 


( 11 ) 


1 ( du dv\ 



K 毙+劈)，因此复的等 


du 

dx 


dv 


du 


dy ’ dy 


—dv 
dx 


( 12 ) 


显然复可微性条件有很大的 限制： 尽管建立连续而在实的意义下处处不可微的 
例子颇具困难（魏尔斯特拉斯 （ Weierstrass ) 或佩亚诺 ( Peano ) 的例子)，但一些极简 
单的函数竟然在复意义下也处处不可微.例如，函数/(4 = x ^2 iy 在复意义下就处 


处不可微:对于它有费 


I 勢 


2,从而不满足条件 （12). 


习题. 

(1) 证明，形如 w ( x ) + iv ( y ) C - 可微函数确实为 C - 线性的. 

(2) 设函数 f = u-hiv 在整个平面为 C - 可微的，且处处有 tz ==沪;证明这时/ = 

常数_ # 


现在我们考虑导数概念，从方向导数开始.再次固定点 z e C , 它的一个邻域为 
U 以及函数 f : U — C . 如果令 A 2 = | A ^| e i0 , 于是由公式 （7) 和 （9) 得到 

△/ = ^\Az\e id + ^\Az\e~ id + o(Az), 

其中 o ( Az ) 相对于为髙阶小的量.两端除以并取 Az -*0 以及 arg Az = 0 = 


常数时的极限，我们得到/在点^沿方向0的 导数: 


dl 

dze 


= lim 

△蓴一 0 

argAz=0 


A / 

Az 



(13) 


由此公式看出，当 / 和 z 固定并且当0从0变到 2 tt 时，点兹两次 ® 走过以 
为圆心，以||||为半径的圆，这是方向导数的速端曲线 （ hodograph ) (图 10). 


①显然，沿方向0和沿方向 0 + n 的导数重合. 
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图10 

因此，如果髮/ 0,则方向导数兹依赖于方向0且仅在砮= 0时，即函数/ 
在点 z 为 C - 可微的情形，沿所有方向的方向导数才相等. 

显见，在也只在这种情形下才存在函数/在点 z 的导数，按定义它等于 

/ ， W = ( 14 ) 

其中的取极限是在 C 拓扑意义下的（即在 2 极限定义中的邻域理解为通常的圆 邻域: 
这个极限不依赖于趋向于0的方式).同样清楚的是，如果 f \ z ) 存在,则它等于 
由于这个论断的重要性，我们把它挑出来给予直接的证明. 

定理 5. 函数/在点2的复可微性等价于在该点导数 /' ⑷的存在性. 

证明. 如果/在点 z 为 C - 可微，则由公式（10)，其中 a = ，我们有 

A / = ^Az + o ( Az ); 

因为当 Az — 0 时 o ( Az)/Az 0, 故存在 lim 。 = f f ( z ) = . 反过来，如果 

f \ z ) 存在，则由极限的定义，我们有 

^ = 尸 ( z ) + a ( Az )， 

其中当> 0时 a ( Az ) —♦ 0. 于是，增量 △/ = f ( z)Az a ( Az ) Az 被分成了两部 
分，其中的第一部分关于是 C - 线性的，而第二部分是个髙阶小 的量： 这意味了 / 
在点 z 的 C - 可微性. □ 


单复变函数导数的定义与实分析的的完全一样，算术运算的规则和关于极限的 
定理也被推广到了复领域.因此无需任何改动便可将微分的初等规则转移到在复分 
析中（函数和、积 、商、 复合及逆的导 数)； 我们不再对其叙述和证明了. 

我们还要给出一个对于计算有用的附注.因为函数/ = u + iv 的导数如果存在 
的话，它不依赖于方向的选取，故而可取 t 方向进行 计算； 我们得到 

3 K } dx dx dx 


(15) 


上面的讨论使我们确信 C - 可微性概念的自然性.然而我们以后会看到，只是在 
一 个点的 C - 可微性还不足以建立一个令人满意的理论.于是我们将要求的不仅是在 
一点的而是在所有邻近点的 C - 可微性，从而我们有以下的概念. 

定义 3. 称函数/ 在点 2 e C 为 全纯① （或 解析） 是说，如果在该点的一个邻域 
中的每个点它均为 C - 可微. 

例. 函数/⑷=>| 2 =砵显然在所有 C 中点为可微.但 II = 2只在 Z = 0 
时为0,故我们的函数只在点 z = 0为 C - 可微,从而它在该点不是全纯的 . # 

在点 z 全纯的函数的集合（它们中每一个在各自的邻域中 C - 可微）被赋以记号 
O ,. O z 中的函数的和与积仍然属于 O z ， 因此可将这个集合看为是一个环.我们注意 
31 O z 中两个函数的商 fig 、 如果 g ⑷= 0,则不一定属于 

在开集 DCC 的所有点上 C - 可微的函数显然在乃中所有点都为全纯.我们称 
这些函数为在 D 中全纯，并记以符号 0(2?); 集合 O(D) 也是个环.我们对于在任意 
集合 A / C C 上全纯的函数理解为那些可以延拓到一个开集 DDM 并在此开集上 
为全纯的函数. 

最后，我们说函数/在无穷远点全纯是指，如果函数沒⑷= f ( l / z ) 在点 z = 0 
全纯.这个定义让我们可以考虑在闭平面集合亡上全纯的函数.我们注意到，在无 
穷远点的导数定义是没有意义的. 

历史注记 

复微分是复分析的基础概念之一.在那些奠基人之中 L . 欧拉起了特别的作用， 
按照拉普拉斯的说法，“他是18世纪后半叶所有数学家的老师”.我们在这里要简短 
地叙述他的生活与工作. 

欧拉在1707年生于瑞士的一个并不富裕的牧师家庭，在巴塞尔大学取得了硕士 
学位 （1724 年)，开始学习神学，后来则全身心地投人到数学及其应用中.1727年，19 
岁的欧拉来到了彼得堡，在不久才建立的科学院@得到一个空缺的生理学专业的职 
位.然而他却在数学领域中工作，并且，在他第一次逗留在彼得堡的14年中，他发表 
了超过50篇的著作，并同时积极从事了教学和各种实际的任务. 

1741年欧拉转到了柏林，在那里一直工作到1766年，但并没有切断与彼得堡科 
学院的联系，在彼得堡科学院的的出版物中至少有他在这段时间里发表的100篇文 
章以及书.以后他又回到了彼得堡，在那里逗留到他生命的最后一天.尽管他遭遇到 
几乎完全失明的厄运，在第二次逗留彼得堡的17年期间，欧拉准备好了差不多400 

份著作. 

①来自希腊文 yoXcxr (整的）和 ixoQ ^ pr ] (形式)：相似于整數 • 

©在1726年12月17日科学院办公室的记事中说：“按照女皇陛下的命令，召欧拉进人科学院. 
并经丹尼尔 • 伯努利教授转交 与他应 得的旅费一百 三十卢 布”. 
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在他著名的专著《无穷小分析引论》(两卷本，1748年)，《微分学》 (1755 年）和 
《积分计算》(三卷本， 1768— 1770年）中欧拉实质上是第一个将数学分析发展为一个 
科学分支的人.他也是变分法、偏微分方程理论和微分几何的一个创始人，他还得到 
了数论中许多杰出的结果. 

与进行理论研究的同时欧拉还从事了许多的应用活动，例如，参与绘制俄罗斯 
的地形图以及参与由库里宾 （ M . n . Kyjm 6 HH ) 提出的通过涅瓦河的单拱大桥计划 
的专家咨询.他研究过拋射体在空气中的运动，求过柱体的临界压力，开创了陀螺仪 
理论.他的著作中有《力学或运动的科学》(两卷，1736年)、《月球轨道计算的新理 
论》 (1772 年)、甚至于《海船建造与驾驶的完全思辨，海洋学学生的益著》 (1778 年). 

欧拉死于1783年，葬在彼得堡的斯莫棱斯克墓地，而在1957年在纪念他的250 
诞辰时将他的遗体移至具有很高荣誉的亚历山大 -^1 夫斯基墓地，靠近 M . B . 罗蒙罗 
索夫纪念碑的地方.欧拉的后人仍留在俄 罗斯； 他的两个儿子是彼得堡科学院院士， 
第三个儿子则是俄国军队的将军，是在谢斯特罗列茨克的军械厂的厂长. 



列昂纳多_欧拉 (1707—1783) 


在上面提到的那些分析方面的著作中，欧拉引进了基本的初等复变函数，并发 
现了他们之间的关联（特别是我们前面提到的欧拉公式：= cosy ?+ isinv ?)， 而且 
在积分计算中系统地应用了复变换.在著作《流体运动的一般原理》 (1755 年）中，欧 
拉将流体速度的分量 u 与 r 与两个表达式 udy - vda ; 与 twfx + vdy 联系起来.随三 

年前出版了自己著作的达朗贝尔之后，也出于流体力学方面的考虑，欧拉写出了这 
两个表达式为恰当微分的条件： 

du 一 dv du _ dv 
dx dy 、 dy dx ' 


(16) 


并发现了这个方程组的解的一般 形式： 

1 i 

u - iv = -< p(x + iy ) - - ip(x + iy ), 

1 i 

u + iv = - iy ) 4 - - rp{x - iy ), 

其中 9 与咕为 (按欧拉所说）任意的函数.关系式 （16) 实际上是函数/ = b 的 
复可微性的条件，并具有简单的物理意义（参看下一小节). 

欧拉写岀了通常的 C - 可微条件 (12), 它与 （16) 差一个符号.1776年,在欧拉69 
岁的髙龄，欧拉完成了他的著作《论通过虚计算得到的值得注目的积分》，在其中他 
指岀这些条件可作为表达式 （u + iv)(dx + idy ) 为恰当微分的条件，到了 1777年，他 
又发表了它们在制作地理地图问题中的应用（参看下一小节). 

因此,确切地说，第一次系统地研究复变函数及其在分析、流体力学以及地图学 
的应用的功绩应当归于欧拉. 

但是欧拉对复可微性作用还没有足够清晰的了解.在这个方向上的实质性进展 


在 70 年后柯西的著作中才得以初步成型，而只有再过了 30年后，在黎曼的著作中 
才对它们的作用有了完全的理解（详细情形请参看后面的19小节40小节的历史注 


记).复微分的条件 



习惯上被称做柯西-黎曼条件，然而从历史的正确观点看应称他们为达朗贝尔-欧拉 
条件吧. 



. 几何的以及流体力学的解释 


在点 z e C 为 R - 可微,或相应地， C - 可微的函数/的微分具有形式 


df = Tz dz + 


或相应地 d / 




f ’（ z)dz 


⑴ 


(参看前一小节).因为映射的雅可比由它的微分（即仿射变换）的定义，故由前一小 
节的公式 （4), R - 可微的，或相应地， C - 可微的映射/在点2的雅可比等于 


Jf { z ) 


m 2 _ 

dl 

1^1 

dz 




或 Jf { z ) 






⑺ 


对于那些了解微分形式①的人，可直接推导出公式 （2): 如果心 




dx -h idy ， 贝 1 J d 乏 


dx — idy , 而外积 dzAdz = — idxAdy+idyAdx 




-2 idxAdy ] 类似地，如果 d / = du -^ idv , 


则 d / A # 




-2 idu A dv . 然而由于公式 （1), 我们有 


dfAdf 




{ 


% dz + % 


d2 ) A { 


d l d - z + d l dz 

dz dz 


df 2 

df 

dz 

dz 


dz A dz . 


® 在本书第二卷将会详细讨论它们. 
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但因为 du A dv = Jfdx A dy , 由此得到 （2). 

假设函数 / 在点 z 的一个邻域中为 R - 可微并且 2 不是/的 临界点 ，即 J f ( z )^0. 
根据实分析中的隐函数定理于是得出了映射/的局部同胚性，即存在邻域使 
得/为互为单值与互为连续地变换到点 /( 幻的邻域上.从公式 （2) 清楚看出，在 
R - 可微性的一般情形中，雅可比可具有任意的符号,就是说/即可以保持也可以 
改变定向.但对于 C - 可微情形的映射，临界点与那些在其上导数化为零的点重合，而 
在非临界点这样的映射总保持定向： J / = \ f ( z )\ 2 > 0. 

另外，称在一点 zeC 为 R - 可微的映射/在该点是 共形的 是说，如果在点2的 
微分办是心的非退化的具旋转的伸缩变换.因为根据前一小节，这个性质的变换 
给出了 C - 线性映射的特征描述，故而我们得到下述 C - 可微性的几何 解释： 

在点 2 复可微的映射 / 若 f ( z ) ^ 0 则等价于 / 在该点的共形性质. 

映射/ : D — C 在乃 中每点2均为共形，则称其为该区域的共形 映射； 它由 
在 D 全纯的无临界点（即在 D 处处 f ( z ) ^ 0) 的函数定义.在区域的每点上这个 
映射的切线，即它的微分，给出了具伸缩的旋转，就是说，它将图形变成它们的相似 
性，特别地，保持角不变.这些映射首先在 1777 年出现在欧拉制作俄国地形图的工 
作中，这是他所从事的彼得堡科学院的一项任务.欧拉称这样的映射为“小处相似”， 
而“共形”这个词则是彼得堡科学院的舒伯特（巾 . H . niy 6 epT ) 在1789年引进的， 

共形映射的意思是保持角不变. 

注. 如果 R - 可微映射/的微分在某个非临界点2将图形变成相似形但改变了 
定向，则/称该映射在该点为 第二类共形映 射或者 反共形映射， 满足反共形条件的 
函数/在该点具有形式||=0.称函数/ 在点 z 为 反全纯 是指，如果在 2 的某个邻 
域中为 R - 可微且在该邻域的所有点上有 H =0. 显然，函数/ = u + it ; 在点2为反 
全纯当且仅当 f ^ u - iv 在该点为全纯. 


到此为止我们考虑过了映射的微分.现在我们要研究共形性质是如何影响映射 
的性质的.假设/ 在点 z 的一个邻域 C 7 上为共形，并且导数 r 在£/上连续 ® .考 
虑从点2为起点的光滑道路7 : = [0, 1] — C / (即对所有的《 € /有 VW + 0并连 

续，且 7(0) =外它的像 7* = / o 7 : — f ( U ) 也是一条光滑的道路,这是因为由复 
合函数的微分法则 

7 :W = /'[7 W 】.7' ⑴， tel , ⑶ 

并且,按条件， f ， 在 U 上处处连续且不为 0. 

几何上， ^( t ) = x ( t ) + iy ( t ) 表示了 7 在点7⑷的切向量，同时 | Y (_ = 

=心为 7 在这一点的长度微分;类似地，|7:(«)|也=心，为％在点7•⑷ 


①在第二章中我们将看到，第二个条件自动 成立： 由 r 在1/中所有的点上的存在性可推出连续 
性.不但如此，由此还可推出/所有阶的偏导数在上的存在性和连续性！ 
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的长度微分.因此由当 t = 0的关系式（3)，我们推出 


\f\z)\ 


17：(0)1 

Wrn 


ds. 

ds 


⑷ 


即①导数 r ( z ) 的模从几何上意味着在映射/下，弧长在点 z 的伸缩系数. 


这里的左端,如果 7(0) = 2,则不依赖于7的 选取; 因此，在我们的条件下，在点 


z 的所有弧伸缩相同.故共形映射/具有所谓的圆 性质： 它将以圆心在点 


的小圆 


变成一条曲线，使得它与圆心在/(2)的圆相差一个高阶的小量（图 11). 




图11 


另外，由此在 t = 0的同一关系式 （3) 还得到 

arg f\z) = arg 7 :( 0 ) — arg V(0), (5) 

即导数 f ^ z ) 的幅角在几何上意味着该弧在点 z 的切向量在映射/下的旋转角. 

这里的左端，如果7⑼= A 则也不依赖于7的选取，就是说，所有这样的弧以 
同样的角旋转.因此共形映射/具有保角性质：在点 z 任意两条弧之间的夹角 ® 等 
于它们的像在点/⑷之间的夹角（参看图 11). 

注.如果映射/在点2全纯，但该点是个临界点，即尸⑷= 0,则圆性质仍然 
成立，不过是一种退化的形式：在点 z 的所有伸缩系数等于 0. 保角的性质则完全破 
坏了：例如，在映射 z — z 2 下，射线 arg 2 = ai 与射线 arg 2 = a 2 在点 2 = 0之 
间的角变为了 2倍角！除此之外，在临界点也可能破坏弧的光滑性：例如，光滑曲线 
飞 ⑴= t + it 2 , t € [-1,1] 在同 一 映射 z z 2 下变成了曲线％ ⑷ = < 2 (1 — < 2 ) + 2 以 3 , 
它在点 >⑼= 0是个尖点（我们利用了第 5 小节的公式⑹). 

习题.设 u 和 v 为: r 与 y 的实函数，它们在 R 的意义下可微，而▽以=鼗+嗦 
与为它们的梯度.请解释以下条件的几何意义： 

(▽ w ， S 7 v ) = 0, | Vu | = | Vv | 

①已知，对于光滑的弧有令 f = UmA ^ o 舍，其中〜为1的弧长为 > 的对应 弧长， 
⑦相交于点 z 的两段孤的夹角的意思是他们在该点的切线间的夹角 • 



§2. 单复 变函数 
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(括号表示内积)，并找出它们与函数/ 
为映射时的共形性质之间的联系 . # 




U +幻的 C - 可微性条件之间，以及将/作 


我们现在解释复可微性及复导数的在流体力学上的意义.考虑流体的平 穗平行 
平面流. 它的意思是，这个流的速度向量 V 不依赖于时间，并且在对某个平面的垂线 
上的每个点上他们都相同，而这个平面我们取为复变量 z ^ x ^ iy 的平面（图 12). 
于是我们的场完全由平面向量场 

v = vi ( x , y ) iv2 ( x , y ) (6) 

描述. 



我们假定在某点勿的邻域中，函数的和巧具有连续的偏导数.此外，还假定在 
此邻域中场⑹为 位势场 ，即 


rott ; = 


dv2 dv \ 
dx dy 


= 0 ①， 


⑺ 


和无源场，即 



⑻ 


(等式 （7) 和 （8) 对 C / 的所有点均成立) • 


由位势条件 （7) 得出，在邻域 C /， 微分形式 Vl dx + v 2 dy 为某个函数#的恰当微 
分，称它为这个场 的位势 函数.于是在 C / 中我们有 



⑼ 


或者，用向量的写法为 v = graAtp . 

由无源场的条件 （8) 得到，形式- 巧血 + v x dy 为某个函数分的恰当微分，使得 


在中有 




①对于平面向量场, rott ; 可以看作 标量; 参看第一小节的脚注. 


在函数 # 的水平线上我们有咖 = -Vidx + v^y = 0 ,即普= #， 由此看出，这些曲 
线是场 t ； 的向 S 曲线（即 V 的积分曲线)，也就是流线（流体质 i 的轨线).所以称 

为流函数. 

我们想现在构造一个复函数 


/ = # + #， （11) 

并称它为这个场的复位势.比较关系式⑼和 (10), 我们看到，在 t / 中满足条件 

dip dip d^p 

m' a (12) 

由第 6 小节知，它们与 （12) 的复可微性条件相同，因而证明了复位势/是在点 ZO 全 
纯的函数. 

反之，设函数/ = # +邱在点2的邻域 U 中全纯，而函数#和診在中有连 
续的二阶导 数®. 在 C 7 上构造向最场 i ^ gradv^ff + il ^. 它在 V 上是位势的， 

这是因为⑽”為-為^’从而，如”祭+祭：幾-絲 = 0 ( 我们 

利用了方程 (12)). 显然给出的函数/是这个场的复位势. 

于是， 全纯函数/意味着，这个函数可以看作为位势的及无源的流体平稳平行 
平面流的复位势. 


不 难解释导数的流体力学的意 义：由 （9) 和 （10) 我们有 



(13) 


即复位势的导数表示了复共轭于流的速度向量的向量 . /的临界点是流速度等于0 

的点. 


例. 我们来求在平坦底部上的无限深流体的复位势，在其中有一个垂直于底， 

高为 h 的绕流障碍.这个平行平面流可由在上半平面中的绕长为&的线段的流来描 

述，不失一般性可设这个线段位于虚轴上. 

于是，这个流可看成是在区域乃上的，而该区域的边界谷 D 由实轴和虚轴上的 

线段 [0, ih ) 组成（图 13). 这条线段边界必定是 流线; 假定该线为4 = 0,并假定在 D 

上函数必 > 0. 因此，为了找出复位势 ip + 坤 只要找到夕到上半平面{岭 > 0} 的共 

形映射就够了. 



图13 


实现这种映射的函数之一可以按以下方式得到 • 映射 A = P 将 D 转变为切去 


①第二个条件由第一个自动得出;参看本小节前面的脚注. 


. 分式线性函数的性质 


/射线 Re^i ^ —h 2 , Irnzi = 0 的平面（参看第 5 小节的例 子). 映射幻= q + /i 2 将 
该射线移动到正半轴 Rez 2 ^0, Ira = 0. 如果我们现在取开平方的 映射： 

w = y/zi = v/l^le*^ 8 Z2 )/ 2 , 

它在条件0 < arg a < 2 tt 下被单值地定义，于是作为切除了正半轴的平面句的 
像，我们得到了上半平面.最后取所考虑过的那些映射的复合，便得到了我们所要的 
映射 

w = y/ z 2 + /i 2 . (14) 


分离关系式（ V ? +坤) 2 




(x + iy ) 2 + h 2 的实部和虚部，我们得到了这个流的流 


线 方程; 对于线診=咖，我们有 


y = ^o 



h 2 

X 2 + ^0 


(15) 


(对应的流线显示在图13中).所考虑的流的速度值 M = |费| 




Z 


\z 2 +h 2 \ 


，在无穷远 


处它等于1;点 Z = 0是这个流的临界点.可以证明，所考虑的这个问题的通解为 


/⑷ 


V 


z 2 + h 2 y 


(16) 


其中 1 ；oo > 0是在无穷远点的流的速度.有关在流体力学中共形映射应用的详细情 
形可参看,例如拉夫连季耶夫和作者的书®. 
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函数⑴对于所有 2 ： ¥ -d/c y OO 有定义（如果 C # 0;当 C = 0时它对所有有限 
的 Z 有定义).在这些例外点上我们定义 它为： 当 Z = -d/c 时令 ti ； = 00,当2 = OO 
时则令 11 ； == a/c (在 c = 0的情形只要在 z = oo 时令= oo 就可以了).我们有 

定理 1. 分式线性函教 （1) 建立了 C 到 C 上的同胚映射（即相互 一一 且连续 
的映射). 


证明. 假定 C / 0,因为当 c = 0的简单情形这是显然的.函数 （1) 在 C 上处处 
有定义（单值地)；由方程⑴解出2有 



⑶ 


我们看出 ，每个 w 矜 a/c，oo 对应于确定的点而由于上面采用的约定，点 w = a/c 

对应了 2 = 00 ,而切= OO 对应了点 2 = -d/c. 因此 ， （1) 相互一 一 地将 C 映到 C 上. 

还需证明连续性.然而当 Z / -d/c, OO 时函数 （1) 的连续性是显 然的； 而在这些例 


外点的连续性由下面得到： 



lim 


az 十 & 

cz + d 




对于函数⑶可同样进行. □ 


lim 


az + 6 


oo CZ -h d 



a 

c 


我们现在想要证明映射 （1) 在亡的所有点都保角.对于2 # -d/c, oo 这由在这 
些点上存在导数 得到： 

dw = ad-bc 
dz (cz + d ) 2 

(参看第 7 小节).为了对于这些例外点（它们两个都与无穷远性值有关联： 一 个自己 
就是无穷远点，而另一个的像为无穷远点）建立同样的性质，需要引进在无穷远点的 
角的概念. 


定义. 两条道路71与72 (通过 oo 使得它们的球面像在北极具有切线）在点 
2 = 00的夹角是 指这两个道路在映射 

z 1/ z — Z (4) 

下的像与 r 2 在点 z = 0的夹角. 

习题. 对于那些不满意于这种形式定义（顺便说一下，以复流形的观点看这是 

自然的，参看第二卷）的读者，建议他们做下面的练习： 

( a ) 证明，球极投影 C^S (参看第1小节）保角，即将在 C 上一对相交的直线 

变到 S 上的一对圆，它们交出相等的角. 

( b ) 证明，平面 C 的变换 Z — 1 /z 在球极投影下对应于球面 S 绕通过点 Z = ±l 

的直径旋转.[提示：应用第 1 小节的公式 (17).] # 

定理 2. 分式线性映射 （1) 在 C 的所有点上均为共形①. 


①在无穷远点上为共形的意思是它有保 角性. 


. 分式线性函数的性质 
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证明.对于那些非例外的点定理已经证过.设与72经过点 Z == -d/c 的两 
条道路，并在该点以角 a 相交（假定了这两条道路在该点有切线).在映射 （1) 下它 
们的像7?与7^在对应于 <2 = ~ d / c 的点 w = oo 的夹角，按定义等于7；■与 7 J 在映 
射 W = 1/ tu 下的像 r ! 与 rj 在点 W = 0 的 夹角. 然而 

cz + d 
az + b 

从而 ri 与 n 可以看成在这个映射下 W 与72的像.因为导数 

dW _ be-ad 
dz (a 2 + 6) 2 

在点 2 = -d/c 存在且不等于 o , 故而 n 与 rj 在点 w == 0 的夹角等于对于点 
z = -d/c 时的定理得证 . 为了对点 z = oo 证明它，只要将同样的讨论用于 （1) 的反 
函数⑶即可. 口 

记所有分式线性映射的集合为 A . 我们现在想要证明 A 可以看作为一个群.设 
给出了两个分式线性变换： 

Li : z ^ a ~ aidi — biCi ^ 0, 

c\z + d\ 

L 2 ： 0,2 Z y a 2 d 2 - b 2 c 2 ^ 0; 

C2Z 4 - Cl 2 

我们称映射 Xa 与 L 2 的复合为它们的 乘积， 即映射 

L : z ^ L\ o 1^2(2). 

映射 l 显然是分式线性的， 

r az + b 

L :w = -: 

cz a 

(因为在表达式心中将 z 替换成分式线性函数后仍旧导出了一个分式线性函数)，且 
还有 ad - bc ^0® (因为 L 将 C 变换到 C , 而没有退化为常值). 

我们来验证它满足群的公理. 

⑷结 合律: 对于任意三个映射 la ，[2, L 3 eA 我们有 

Li O (厶2 o 心3)= (厶1 O 心2)。 L 2. (5) 

事实上， （5) 的两端都表示了分式线性映射 LML ^ z )}}. 

①如果令 Z = Z \/ Z 2 和 tu = W \/ W 2^ 以引进齐次坐标，则变换⑴可重写为形式 IW1 = 021 + 
bZ 2, tt »2 = CZ \ + dZ 2 , 或者以矩阵表不 

所以对于 L - Li o L 2 我们有 

ad — be = ( aid \ — 6 ici )( a 2^2 — & 2C2)i 

这便给出了断言的分析证明. 

我们看出，分式线性变换是复射影直线 CP 1 的射影变换，而复射影直线可等同于拓展了的平面 
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( b ) 存在单位元 . 显然，恒同映射可以作为单位元： 

E : z ^ z . (6) 

( c ) 存在逆元.对于任意 L e A 存在映射 L - 1 e A 使得 

L~ 1 oL = LoL ~ 1 = E . (7) 

事实上,对于映射 （1), 可取映射 （3) 为其逆元. 

这便证明了 

定理 3. 所有分式线性映射的集合 A , 如果以映射的复合作为群的运算，构成 
一 个群. 

注•群 A 不是交换的：例如,设 Li : z ㈠ 2： + 1， L 2'- \\ 于是 L\o L2 ： 

M L20 L \ : z ► 含 + 1. 

A / 0 的整线性函数 （2) 构成子群 A 0 C A ， 这是 A 中使无穷远点保持不变的那 
些映射. 


9. 几何性质 

我们介绍分式线性映射的两个初等几何性质.为了阐述第一个性质我们约定， 
当我们说到 C 上的圆 时指的是在复平面上任一圆或直线（在球极映射下它们全是黎 
曼球面上的 圆)； 对于严格意义下的圆我们将称其为 C 上 的圆. 成立 

定理 1. 任意分式线性映射将任一 C 上的圆交换为 C 上的圆 （分式线性映射 
的圆性质). 


证明.对于线性映射的情形 （c = 0) 断言显然，这是因为这样的映射给出了具 
伸缩的旋转以及平移.如果 c # 0,则该映射可重写为形如 



a ad — be _ B 

c c[cz + d) z + C’ 


( 1 ) 


从而，可表示为三个映射的复合： 

1 r 门 

L\ : 2 ^ A + Bz y L2 : 2㈠ 一， : z ^ z + C 

(L = L ! oL 2 oL 3 ). 映射 k (具伸缩的旋转）与 2 L 3 (平移）显然保持了 [ 上的圆.剩 
下要证明的是对于映射 

1/2 :么 H i (2) 


的这个性质. 

为了证此①，我们注意到, e 上的任一圆可以用方程 

E ( x 2 -f y 2 ) + Fix + F 2 y + G = 0 ⑶ 

描述，其中五可以 = 0,反过来，任一这样的方程均表示了 C 上的一个圆，但它可 

①可以几何地证明. 只 要应用 事实： 变换 之 - 1/ 名 给出了黎曼球面的 旋转. 


§3. 分式线性函数的性质 
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以退化为 一 ^ 个点或者空集①.转向复变换 z = x iy y z — x — zy, 即在 （3) 中令 
x = |(z -f z), y = ^r(z - z) t 我们便将此方程变为形如 

Ezz + Fz + Fz + (7 = 0， ⑷ 

其中 F = i(Fi - iF 2 ), F = i(Fi + iF 2 ). 

为了得到在映射 （2) 下圆 （4) 的像的方程，只要在⑷中令2 == 士就足 够了； 于 
是我们得到 


E + Fw + Fw -h Gww = 0, (5) 

即与 （4) 一样形式的方程.退化为一个点或空集的情形被分式线性映射的 一一 单值 
性所 排除； 因此，所考虑的这个像是 C 上的圆. 口 

我们在前面已看到，在非临界点％任意全纯函数/在准确到髙阶小量之下将 
一个圆 心在卻 无穷小的圆变换成了圆心在 f ( zo ) 的圆.定理1则断言,分式线性函 
数确实将 U 上任意的圆变换成了圆.但容易从非常简单的例子看出，圆心一般说来 
并不变到圆心. 

为了阐述分式线性映射的第二个几何性质，我们引进 


定义. 称点 2 和 f 相对于圆 T = {\z-zo\ = R} 对称是说，如果 

(a) 它们均位于以 z 0 为顶点的射线上，使得它们到勿的距离的乘积等于丑 2 ( 即 

arg (z* — z) = arg(z — zo) 和 |2 — zo\\z* — zo\ = R 2 ). 

或者，等价地 

( b ) C 上通过这两点的任 一 圆7均垂直于 r . 


这两个定义的等价性从图14可清楚 看出： 如果 2 与，相对于 r 在 （ a ) 的意义 
下对称，而7为任意通过它们的圆，则由熟知的初等几何的定理得到，由点卻引向 
7 的切线段长的平方等于截断长 ko - 与它在外面的截断长 - 2|的乘积（图 
14)，即等于丑 2 ;因此从勿引向7的切线段长就是 r 的半径,从而这两个圆正交（如 
果7为直线，则它通过勿，从而与 r 正交).反之，如果 C 上的任意通过2和，的 
圆7均正交于 r (特别，其中包括直线 zz *) } 则首先， 点 z 与 z * 位于顶点在 Z0 的射 
线上，其次，它们到％的距离的乘积（仍旧有同样的初等几何的定理）等于 H 2 ; 故而 
2 与 2* 相对于 r 对称. 

几何定义 （ b ) 的优点在于它可推广到亡上的圆 r : 如果 r 是直线，则它化为普 
通的对称.定义⑷导出了联系对称的简单 公式： 条件 

arg (z* — zo) = axg (z — zq) 和 \z — Zq\\z* — zq\ R 2 


可改写为形式 


z - Zq 


①我们除去了 E = F \ = F2 = G = 0 的情形. 
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图14 图15 


由图 15 显示了构造对称点的 方法： 如果 2 在圆 r 的内部，则只要由 2 弓 I 射线 
的垂线直到交 r 于 C ， 然后由 C 作 r 的切线直到交此射线于 Z * 即可； 如果 z 
在 r 的外部，则按相反的次序进行（由直角三角形勿忒与为相似三角形得到 
证明). 

称将每个点 zee 的点变成它关于 r 的对称点 2* 的映射2 — 为关于该圆 

的对 称映射 或者反演 映射. 

关于 C 上的圆的反演映射从 （6) 看出，可由共轭与分式线性函数的函数来实现 • 
根据前一小节的定理2得到， 反演映射在 C 处处是个反共形映射 • 

(对关于直线的反演映射这个断言是显 然的： 以平移和旋转将此直线移动到实 
轴，于是反演化为映射2 - 芝.） 

我们现在直接得到了我们想要的分式线性映射的性质： 

定理 2. 设任意分式线性映射 L 将任意两个关于 C 上圆 r 的对称点2和/ 
映成点 w 和1/;*，则它们是关于这个圆的像 L { T ) 的对称点（保 持对称点的性质). 

证明. 考虑所有 C 上通过点2和/的圆的族 {7} 这些圆均正交于 r . 根据定 
理1，圆7也变换为 c 上的圆1(7)，同时由于 L 的共形性，所有圆 L ( j ) 均正交于 
L ( T ). 由此得出，所有 L ( 7 ) 都通过的点 w 和 V 是关于 L ( T ) 的对称点①. □ 


10. 分式线性同构与自同构 

在分式线性映射的公式 



az + b 
cz + d 


( 1 ) 


中出现有四个复系数 a ， 6, c 和 d . 然而实际上该映射只依赖于三个复参数，这是因 
为它的分子和分母可以除以其中一个非零的系数.因此我们自然期待借助于分式线 
性映射以唯一的方式将给定的三个点变成另外三个给定的点 • 我们有 


①我们注意到,任意通过切与 it ； •且与 L ( r ) 正交的圆都是族 { 7 } 中某个圆的像 • 
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定理 


假设有三个不同的点21，勿， Z 3 E C 以及另外三个不同的点切1， 1 i ；2 




w 3 eC , 存在且只存在一个分式线性映射 L ， 使得 L { z k ) 




Wky k 




1,2,3. 


证明. 容易证明映射 L 的存在性：我们构造分别将 21 ，勿， 23 和 1 « 1 ，《； 2 ,切 3 映 


到 （ 平面上的点0, oo , 1的分式线性变换 Za 和 L 2: 


L \ : C 


z - Zi z 3 - Z 2 

Z - Z2 Z3 - Z\ 


， [2 : C 


W — W\ Wz — W2 
W — W2 W3 — W\ 


( 2 ) 


映射 


L = L^ l oL u 


(3) 


由关系式 

Z — Z\ Z3 — Z2 W — W\ W3 — W2 

- - - = —■ ■■ - - • ' ' ■ 

Z — Z 2 Z 3 — Z\ w — W 2 W 3 — W\ 


⑷ 


给出的函数 = w ( z ) 定义，它便是我们所需要的.事实上，它显然是分式线性的，并 


将点办变 换为奶 (fc = 1,2,3). 

现证明这个映射的唯一性.设 A 为任一分式线性映射使得 X ( z k ) = w kl (k = 
1,2,3). 我们考虑映射 M = 其中的 la 和 L 2 由公式 （ 2) 定义； 显然， /i 

是个分式线性映射，它保持了点0, oo , 1不变.由条件 Moo ) = 00 得到 /i 为整线性函 
数： 〆 (） = a( + 然而由条件 /i(0) = 0 得到/? = 0, 而由条件 /i(l) = 1 得到 a = 1 . 
故而 M(0 = C ，即 [2 。 A 。 Lr 1 = 尽 由此根据群的法则得到 A = L2 1 oL 1 或者，由 
(3 )， \ = L. □ 


注.每个 点办和 均出现在关系式 （4) 中 两次： 一次在分子，另一次则在分 
母.读者由此可以确信当这些 点办或 wjt 中有一个是无穷大时，这个关系式仍然有 
效： 只需在这个点出现之处，将分式的分子和分母换成1即可.例如，在 q =切 3 = oo 
的情形该公式具有形式 

1 Z3 — Z 2 W — W\ 1 

- - - = - • —• 

Z — Z2 1 W — W2 1 

因此对于闭平面的点定理1仍然有效. 


根据所证明的这个定理以及圆性质（第9小节）可以断言，在 C 上的任意圆 
r 可以通过分式线性映射变换成任何一个其他的圆 r * (只要将 r 上三个点变到 r * 
上三个点，并应用圆性质即可).由拓扑的考虑显见，以 r 为边界的圆盘 b 在此映 
射下变换为以 r * 为边界的两个圆盘中的一个（为了知道是哪一个只要弄清某个点 
zoeB 变到了哪里就可以了).由此容易得出结论说，任意圆盘 BCC 可以由分式 
线性变换映射到任意其他的圆盘 c c 上. 

称区域 d 到 上 的分式线性映射为分 式线性同构， 而存在这样一个同构的区 
域 D 和则被称为分式线性式同构.刚才所表达的断言可以这样 阐述： 


定理 2. 在闭平面上任意两个圓盘为分式线性式同构. 

作为例子，我们来找出从上半平面 {Imz > 0} 到单位圆盘 {IH < 1} 的所有这 
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样的同构.利用定理 1 导出的公式不美观，故而我们将另行处理.设定点 a, Ima > 0 
为被这个同构变换到圆心 w = 0 的点 • a 的对称于实轴的点根据前一小节的定 
理2 ,变换到= 0关于圆 {|H = 1} 的对称点 «; = oo . 然而变换为0和 oo 的两个 
点在只差一个常数因子下确定了一个分式线性 函数； 因此所要的映射应该具有 形式: 

对于 z == a : 为实数我们有 | z - a | = | z - d |; 故而为了让实轴变换到单位圆必须 
取 ㈨ =1,即 A : = #. 于是，所有将上半平面 { lmz >0} 变换到单位圆盘< 1} 
的分式线性同构由公式 



定义，其中 a 为上半平面 { hnz >0} 中的任一点，而0为任意的实数. 

映射 （5) 依赖于三个实参数：0及变换为圆心的点 a 的两个坐标 J 的几何意义 
由以下注解可看清，即在映射⑻ 下，点 2 = oo 变换到 w = e 虼这个参数的变化导 
致了圆的旋转.在图16中描绘了 2平面的笛卡儿坐标的网格以及在映射 （5) 下它 
的像. 



图16 


我们称一个区域到自己的分式线性同构为该区域 的分式线性自同构. 显然 ，一 
个区域的所有分式线性自同构的集合构成一个群，它是所有分式线性映射的群 A 的 
子群 • 

所有分式线性自同构 C — C 的集合显然等同于群 A . 同样显然地，所有 C — C 
的分式线性自同构的集合与整线性变换 z ^ az - hb ( a ^ O ) 的子群 Ao 等同.最后我 
们来计算单位圆盘的自同构群. 

取点 a ，| a | < 1，让其变换到圆心 w = 0. 那么 a * = i 是 a 关于圆 {| z | = 1} 的 
对称点，它应该被变换到点切= oo ; 故所要的映射应该具有形式 
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其中 A : 和 h 为某些常数.因为点2 = 1变换成了单位圆上的点，必有 Ihl ||5|| = 
AI = 1，即 fci = 其中0为实数.因此所要的映射应有形式 



另一方面，显然，任意形如（6)，其中 | a | < 1及0为实数的函数定义为将单位圆 


盘 {W < 1} 变换为单位圆盘{卜| < 1} 的分式线性映射.图17 描绘了 w 平面的极 
坐标网格的逆像.它由两族曲线 组成： 通过点 a 和 v i 的圆弧（射线的逆像)，以 
及具有这些对称点的圆（圆的逆像). 



图17 

因此，我们计算出了单位圆的分式线性自同构群.它依赖于三个实 参数： 点 a 的 

两个坐标以及沒. 

习题. 证明，上半平面的丑= { lmz >0} 的分式线性自同构群由映射 

az + 6 

w = - 

cz + d 

构成，其中 a , 6, c , d 为实数,且 cwi - 6 c > 0. # 

11. 罗巴切夫斯基几何的模型 

1882年， H . 庞加莱提出了罗巴切夫斯基几何的一个模型，它建立在分式线性映 
射的性质的基础上在这里我们将对此模型进行大体的描述. 

我们以罗巴切夫斯基点，或者更简短地，斗点表示单位圆盘 t / = {>| < 1} 中的 
点，而 A - 直线表 示属于的，与 5 C 7 正交的 C 上圆的弧.然而，有时为了更方便，代 
替17而去考虑上半平面 if = { lmz >0}, 于是 A - 直线便是垂直于实轴扮/的圆弧， 
由第一个模型经过从 C / 到孖上的分式线性映射可以得到第二个模型（图 18). 

用初等方法可以证明，通过两个不同的 A - 点有且只有一条 A - 直线（在这里最好 
使用半平面 模型； 参看图 18( b )), 同样可以验证其他的关联公理.可自然地在 A - 直线 
上引进线性序（与欧几里得的相同)，它满足帕施公理 (Pasch axiom )( gP , 一条不通过 

①在此之后的1904年，他因此而获得了 (挪威） Kazan 物理省学学会奖. 



⑷ (b) 

图18 


三角形三顶点中任一个的直线，若交其一条边则必交其余一条边)，从而与欧几里得 
的有序公理相同. 

但是我们立即看出（参看图 18( a ))， 欧几里得的平行公理在我们的模型中不再 
成立： 通过不在 A - 直线 i 的 A - 点可以引出许多条与/不相交的 A - 直线.这样的 
A - 直线填满了一个扇形，这个扇形以通过 z 而在丨与 ( 或 dH ) 的交点（欧氏几 
何的点）处切于（在欧氏几何的意义下） Z 的 A - 直线为 边界； 称这些边界 A - 直线为 I 
的 A - 平行线（在图18⑷中以虚线显示).因此， 在此模型中使用的是罗巴切夫斯基 

平行公理. 

我们不再把注意力停留在验证其他各组的公理上了（它们全都同于欧几里得的 
公理)，而只需指出，在我们的模型中运动指的是分别对圆盘或上半平面 H 的分 
式线性自同构.运动保持了 A - 直线（分式线性映射的圆性质)，同样还有他们之间的 
欧几里得夹角.我们采用这个角作为罗巴切夫斯基角的定义. 

现在来叙述引进罗巴切夫斯基度量的问题.首先我们注意到，所谓的四个点的 

交比 


( z u z 2 ； a y /3 ) = 


Z2 — a z \ ~ a 

Z 2 ~ P — /3 


( 1 ) 


在运动下不变问题（这由前一小节的公式 （4) 得到).当所有四个点都在同一个欧几 
里得圆上时它为实数（由于在分式线性映射下交比的不变性，圆可以看作是欧几里 
得直线，而在这种情形断言是显然的).特别地，如果《和0为 A - 直线 Z 和或者 
H 的边界的交点，而々和勿为 Z 上的点，所处次序为 a ， 々，勿，久则它不但为实 
数而且甚至大于 1. 因为不同的 A - 点 21 和 z 2 决定了一条通过它们的 A - 直线，故点 
OL 与 p 被所选取的 A 和 Z 2 决定，从而我们可记 

(ziyZ 2 \ot,P) = { 21 , 2 : 2 }. ( 2 ) 

直接的计算表明，如果 A - 点幻 ，句和 z 3 都在一条 A - 直线上，按次序为％仏勿， 
z 3 , P (如前，«和为该 A - 直线的“端点”)，故 { z u z 2 }- { z 2 y z 3 } = { z u z 3 }, 从而 

\ n { zi , z 2 }-\-] n { z 2 , Z3 } = ln { 2i , 2 3 }. (3) 
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因为量 \ n { z u z 2 } 为正（由于 {z u z 2 }>1) 且相对于 A - 运动不变，自然可取它为 
A -点 q 与勿之间的罗巴切夫斯基 距离： 


p ( z Xl z 2 ) = ln { zi J z 2 }. 


(4) 


我们来计算在圆盘模型 [/ 中的这个量.首先如果 21 = 0, 而勿 = r > 0,则显 
然 ， a = -1,卢=1故按公式⑴有 


{ZlyZ 2 } = {ZlyZ 2 \-l,l ) = 




1 + r 



因为绕 z = 0 的旋转是个 A - 运动，故对于所有 zeU \{ 0 }^ 

pu { 0 , z ) = ln {0, 2 ) = In | ^ 


⑸ 


两个不同的 A - 点 2 l 和句 的一般情形可用 A - 运动2 — ^化为以上情形，从而 


pu ( zi , z 2 ) = In 


1 + 

Z1-Z2 

1-ZIZ2 

1 - 

Z1—Z2 

\-ZlZ2 


类似地，对于上半平面模型只有 


Ph { z \, z 2 ) = In 



( 6 ) 



罗巴切夫斯基距离满足通常的距离公理： （1) 正值性： p(z u z 2 ) ^ 0,且等式成 
立仅当 Zl =勿， （2) 对称性： p(Z\,Z2) = p(Z2 7 Zi), 以及 （3) 三角形公理： p(z \ , Z2) + 
p(z 2 ,z 3 ) > p(z u z 3 ). 头两个公理是显然的，而三角形公理，譬如在 C 7 中，只要对 
A = 0, z 2 = a > 0 以及句 = Z 为任意的情形（一般的用 A - 运动可化成这种情形）验 
证即可，而此时它被表达为不等式 



在两端取幂并加1，我们在做简单的化简后,将此不等式转化成了不等式 


\z\-a 

1 — a\z 




z — 


1 — az 


⑻ 


当 N < a 时这是平凡的，理由是左端 非正； 剩下来要考虑闵> a 的情形 .（8) 的左 
端在圆 7l = {C : KI = \ z \} 上保持为常值 A == 而因为在实的 z > a 下，⑻变 

为等式，故而⑻的右端在圆72 = { C ： |^| =^}取同一值 A , 这里的 72 与 71 相 
切于点< = | z |. 点 z 位于 72 之外，这表明在该点 （8) 的右端不小于 A ， 于是不等式 


(8) 得证. 

如果固定 A 和句中的一个点，而另一个点趋向于1/或丑的边界，则从公式 
⑹和⑺看出，距离 p ( z u z 2 )-* oo . 因此，抓与 a 好的点可以看成是罗巴切夫斯基 
平面的无穷远（理想） 点； 称这些点的集合，即圆況/或实轴0//，为绝对形. 



另外，令 q 




2,而2：2 




z^rdz 为邻近于2的点并且从 p { z u z 2 ) 中分离出关于 


\ dz \ 的线性部 分心， 我们从这些公式 （6) 和 （7) 分别得到了 


dsu 


2 \ dz \ 

l-|f 


ds H 


dz \ 

Imz 


⑼ 


我们看出，在罗巴切夫斯基度量下的与欧几里得度量下的弧长微分成比例，而 
由此从几何上熟知的事实得出，在这两个度量下的角是相同的.这样便证实了前面 
所采用的关于罗巴切夫斯基角的约定的正当性. 

我们能来验证初等罗巴切夫斯基几何的两个事实. 

1. 多 边形的面积.采用半平面 模型； 根据公式（9)，罗巴切夫斯基多边形 n 的面 


积等于 


A = f (h 

Jn 

(我们利用了微分形式的规则 d(f) 


dx A dy 


y 


2 


f d ( 

n V 


dx 

y 


) 




^ A dx 


dxAdy ^ 


由斯托克斯公式有 


A 




Jan 夸，其中巩！是多边形的边界，由一些 A- 线段组成;，即圆心在实轴上的半圆 


(x — a u ) 2 + y 2 = \ 

参数，于是 x - a 


的弧段 




r u cosd v1 y 


1， 




• •參 


在第 i/ 条边上可取 




arg(2 - aj 作为 


r u sin t 且 dx/y 




- de v . 因此，沿这条边的积分 


等于-△化（具相反符号的^的增量).而面积乂等于这些-△心沿所有边的和①. 
但等于当通过 n 的第〃条边时它的切线沿正方向的旋转角，在顶点切线 
旋转了角 = 其中的是在顶点的角，而通过 an 时切线的整个旋转 


了的角等于 27T (图 19). 因此, EIU △〜+ m 




2tt ， 由此所要求的面积 


A 


— 


!> 




m v 

& — 2 沉 


m w 

(n — 2)rc — 


( 10 ) 



图 19 

我们看到，在罗巴切夫斯基几何中多边形的面积不依赖于它的边长而仅仅由角 
决定.特别地，罗巴切夫斯基三角形的面积等于 7r-(a 1 + a 2 + a 3 )®. 


①如果第1/条边为直线段，那么在其上 dx = 0,故我们取△〜= 0. 

⑦众所周知，三角形内角和等于 7T 在保留其他公理时等价于欧几里得的平行公理- 
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2. 毕达哥拉斯-罗巴切夫斯基定理. 

使用圆盘 模型； 不失一般性，假定直角三角形的顶点的一个位于点2 


余的位于点2 


Q ： > 0和2 




:，假定直角三角形的顶点的一个位于点2 = 0,而其 
切，/? > 0 (这样的构型总可经罗巴切夫斯基运动达 


到).由公式（6)，罗巴切夫斯基直角边和斜边长分别等于 


a 


In 



Q 


a 




In 


±p 


In 


- \ f ^\ 


于是由熟知的分析中关于双曲函数的公式（也可参看后面的第14小节)，有 


a 


a 


tanh? (5 




tanh 


2 7 


a 2 + j 3 2 

l + a 2 ( 3 2 


tanh 


( 11 ) 


现在利用以 tanh ( x /2) 表达 coshx 的公式，它类似于熟知的三角 公式: 


coshx = 


1 + tanh 2 ( x /2) 
1 — tanh 2 ( x /2) 


由此公式并考虑到（11)，有 

coshc 


(l + a 2 )( l +/3 2 ) 


( l - a 2)( l —沪) 


cosh a cosh 6, 


于是我们得到了所需要的关系式 cosh a cosh b = cosh c . 


我们注意到，对于小的 a : 有 coshx 




l + x 2 , 所以如果罗巴切夫斯基直角三角形 


的边全很小，则 （1 + a 2 )(l + fe 2 ) « 1 + c 2 , 以同样的精确度由此得到 a 2 + 6 2 « C 2 . 这 
反映出众所周知的事实：在小范围内，罗巴切夫斯基几何与欧几里得几何差别很小. 


我们还要关注对于圆盘模型中的罗巴切夫斯基运动，即形如 


L : z 


z — a 


— az 


H < 


( 12 ) 


的变换的分类问题.我们进行分类的基础在于变换 （12) 的不动点，它们由方程 L ( z ) 
z 确定，即 


az 2 + 2 i sin 音. e xa ^ 2 z — ae l 


0①， 


(13) 


且当 a /0时它们等于 


之1，2 


iot/2 


(isi 


Q 

土 


| a | 2 — sin 


2 a 


(14) 


(13) 的两个根的模的乘积等于1，因此有三种 情形: 


I . 




个不动点 q 在 C / 内，而另一个句在外 


< | sin f !)• 因为在这里 


argzi 


且 




故点 A 与22关于^7对称;设 




且 


z 0* 


在 (: -平面中，其中 c 


形如 C 


变换 （12) 对应于一个具有不动点0和 oo 的变换，即 


— ► 


kC 的变换.但对应于圆心在 c 



而它应该在运动下保持不变， 


故 fc = e k ， 从而我们的这个运动具有形式 


W — ZQ 




Z - Z0 


W 


z o 


z o 


(15) 


①我们使用了 e -/ 2 


ia / 2 = 2isin 


2 * 
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这就是所谓的绕 A •点邱的 罗巴切夫斯基 旋转； 它的轨线是以邱为 A - 圆心的 
罗巴切夫斯基圆.它们也是在罗巴切夫斯基度量下以勿为圆心的圆，还是使2 0 和 
ZS 为对称点所相对的欧几里得圆（参看图20 ( a )). 这里也涉及 a = 0从而勿= 0的 
情形，于是该旋转与欧几里得旋转重合. 



II . 两个在绝对形（ ㈣ > | sinf |) 上不同的不动点0,2 = 在这种情形的运 

动具有形式 



另外，保持绝对形 at / 的条件化成了条件 h>o (在平面 c = _中的伸缩度)•这 
个运动保持了与绝对形相交于不动点 Cl 与 C 2 的 A - 直线,称其为沿这条 A - 直线的罗 
巴切夫斯基平移. 它的轨线即所谓的 等距线 （与 A •直线在罗巴切夫斯基度量下等距 


地沿该直线平移的几何轨 迹). 不难看出，等距线是通过点 Cl 和 C 2 的欧几里得圆弧， 
但并不正交于故而不是 A - 直线; 也称它们 为超圆 （参看图20 ( b )). 


III . 在绝对形 （| a | = |sinf 
我们可以验证，运动具有形式 


) 上唯一的不动点= eA 转移到平面 C = &上， 



其中为复数，我们选取它的幅角使得此运动保持绝对形不变（沿穿过绝对形的直 
线的欧几里得平移对应于在 c 平面中的这个运动).这是所谓的 罗巴切夫斯基极限平 
移. 它的轨线即 极限圓 ，是 C / 中在不动点 Co 切于绝对形的欧几里得圆（参看图20 


(c)). 
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12. 几个初等函数 

1. 幂函数 


W = z n 7 ( 1 ) 

其中 n 为自然数，这是个在全平面 C 上为全纯的函数.它的导数裳=当 
n > 1 时在 2 一 0 处处不为 0, 从而映射 （1) 当 n # 0 时在每点 zeC \{0} 为共形 
的.将函数⑴在极坐标2 = re ^,w = pe ^ 下写成 

P = r n , if ^ rup , (2) 

我们便看出，由我们的函数所定义的映射将顶点在点 z = 0 的角增大了 ri 倍，于是 
当 n > 1时它在这个点（是个临界点）不是共形的. 

由 （2) 也可以看岀，任意两个具同一模而幅角相差 27 T / TI 的整倍数的点 q 和勿: 

27 T 

ki | = argzi = argz 2 + A ; — (3) 

(且只在这样的点）在映射⑴下“重叠”，即变换为同 -4 •点 t /;. 因此，当 n > 1时 
这个映射在 C 上不是单叶的.为了使它在一个区域 DcC 中为单叶的充分必要条 
件是 D 不包含两个由关系 （3) 相关联的点 21 和勿①. 

使映射⑴为单叶的区域的一个例子是扇形 D = {0 < argz < 27 r / n }. 这个扇 
形被同胚地映到区域 ！)• = {()< sigw < 2 tt }, 即映到去掉正半轴 u ; 平面.在图21 
上显示了在此映射下对应的极坐标网格. 



( z ) 

图21 

如果我们在 Z 平面中依旧取极坐标2 = re —, 而在 ti ； 平面中取笛卡儿坐标 
w ^ u - hiv , 则映射⑴可重写为以下两个关系式的 形式： 

cos rnp 、 v — r n sin rup . (4) 

①使函数 （1) 当 n > 1 的单叶区域不包含点; r = 0,这是因为在 z = 0的任意邻域中存在以关系 
式 （3) 关联的不同点. 




在图 22 中显示了 ti ； 平面的笛卡儿坐标网格在此映射下的逆像.它由极坐标方程 
r = ^/ i ^ o / cos rup 定义的曲线（虚线表示的）和 r = ^/ v 0 / sinn <^ 定义的曲线（实线表 
示） 构成. 当 n = 2时，这是通常的双曲线 x 2 - j / 2 = ko (虚线）和2邛=1；。（实 线). 
由于此映射的共形性，该网格正交，即虚线与实线正交. 




图22 


2 . 茄科夫斯基 （> KyKOBCKMii ) 函数. 这指的是有理函数 



它在区域 C \ {0} 全纯.它的导数 

dw 1 

~ dz = 2 

除去点 Z = ± l 外它在此区域中的所有点上均不等于0,由此可知，映射⑹在每个 



z / 0, 土 1的有限点上均为共形.点 z = 0对应于1^ = 00,并按照在第6小节所采用 


的在无穷远点的角的定义,其在该点的共形性可由导数 



在 z = 0不为0得到.根据同一"定乂，映射 w ; = /( z ) 在点 z = oo 


的共形性归结为 


扣 = /( I )在点 2 = 0的共形性，而按照刚才证明的，映射⑻在点 2 = oo 为共形•下 

面我们^看到，在临界点 Z = ± l 映射⑻不是共形的. 

我们来解释我们的函数在一个区域 P 中的单叶性条件,设 A 和句变到了同一 


个点，于是 





且当 A /勿时得到了 AZ 2 = 1. 因此，使茄科夫斯基函数在某个区域中为单叶的充 
分必要条件是它不包含使得 


的点偶 A 和仏 


Z\Z2 = 1 


⑹ 
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单位圆盘外部 D = { zeC ：\ z \> l } 是个满足单叶条件的区域的例子.为了形 


象地表现映射 （5)， 我们令 2 = re ^，w = u + iv 并将 （5) 写成形式 




cosv3, 




sinc^- 


⑺ 


由这些关系可看岀，茄科夫斯基函数将圆 {M = r 。}， > 1变换到半轴为= 
i ( r 0 +忐) 和卜。 =秦 ( r 0 - 忐)，焦点为土 1的椭圆（因为对于任意的 r 0 , a 2 rQ - b 2 TQ = 
1). 这些椭圆在图23中以实线 画出； 当 nj — 1时，我们有 6 r 。— 0,从而椭圆收缩为 


线段卜1， 1] C R ; 对于大的 r Q ， 差〜- = l / r 0 为小，从而它们与圆仅稍有不同 • 

射线 {yj =仰，1 < r < 00 } 被变为具有同一焦点± 1 的双曲线— 3in ^ ipo ~ 1 
的一支（图23中的虚 线)； 由于共形性，这些双曲线的族正交于以上所描述的楠圆曲 

线族. 
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从上面的讨论看出，茄科夫斯基函数定义了从单位圆外（包括无穷远点）到实轴 
上线段 [-1,1] 以外的一个 一一 的且共形的映射. 

在点 2 = 土1， 映射 （5) 不是共 形的. 在将茹科夫斯基函数表为形式 



后就可以完全确信这个断言（这个公式与公式 （5) 的等同由简单的计算可证 实). 因 


此映射 （5) 可由下面映射的复合表示: 

㈤ ， 




⑼ 


(最后的那个映射是映射 g 的 逆). 映射 （9) 中的第一个和第三个是分式线性 

映射，从而由第 8 小节所证明的，它们在 C 上处处 共形； 映射 o ； = C 2 在对应于点 
2 = 土1的点 c = 0和 oo 上将角加倍.因此，茄科夫斯基映射在这些点将角加了倍. 


利用分解（9)，读者可以清楚看到，茄科夫斯基函数在图24所显示的圆7外定 
义了一个单叶的共形映射（它通过点土 1并与实轴形成夹角 a ), 它将其映到圆弧（端 



点在土 1, 而在点 w = 1与实轴构成角 2 a ) 之外①. 



图24 


也可以清楚看出，在土1其中一个点从外切于7的圆在这个映射下被变成了一 
条具有典型尖点的闭曲线，它使人想起了飞机机翼的剖面轮廓 （参 看图 24). 这个观 
察让茄科夫斯基 （1847 — 1921) 第一个建立了机翼的空气动力计算. 



在 （2) 中令 rr = 0,便得到了我们曾反复使用过的欧拉公式 

e %v = cos y + i sin y • (4) 

但是迄今为止我们一直只将符号 e 〜作为右端的一个简略的记号来使用，然而现在 
则可理解它为数 e 的虚幂. 


①对于 a = 7 T /2 的情形前面已经用另外的方法分析过. 

⑦对于足够大的 n ， 点1 + 3在右半平面,从而我们在区间 (^/2 } 7 T /2) 中选取 arg(l + 和反 
正切函数的值. 


u 


我们列出指数函数的基本性质. 

1°. 函教 e * 在整个平面 C 全纯.事实上，令 e * = u + iv , 我们由 （2) 发现 
2 X cos y , v = e x sinj /; 函数 w 和 v 在实分析的意义下在整个 C 中处处可微，并在 


C 处处满足复可微条件 

du 

dx 


dv 

dy 


cosy 


y 


du 

dy 


dv 

dx 


—e smy 


因此，函数 （2) 决定了实指数函数#从轴 R 1 到整个 C 平面上的延拓，并且发 
现延拓了的函数原来是全纯的.下面（在第22小节）我们将指出这样的延拓是唯 一 
确定的. 

2°. 对于函数 e * 仍成立通常的微分公式. 事实上，当导数存在时，它可以以 x 轴 
的方向进行计算.所以 


(e z ) 


dx 


( e x cosy 4 - ie x sin y ) = e 


指数函数不取零值，这是因为 | P | = P : 
C 的每点为共形. 

3°. 对于函数 e z 仍成立通常的加法定理 


因此/ 0,从而映射 ti ； 


(5) 

在 


事实上，令^ 
得到 


Xk 十 iyk ， （k 




e Zl + 22 = e zi • e 22 . (6) 

1,2) 并利用实的指数函数和三角函数加法公式,我们 


(cos j/i 十 i sin yi ) e X2 (cos 2/2 + i sin y 2 ) 


e Xl + X 2 { cos(yi + 2 / 2 ) + i sin(yi + y 2 )}. 


因此，复数 A 和勿的和对应于它们的像 P 和 e 
数将复数域的加群变换到这个域的乘群 之中： 在映射2 


的乘积.换句话说，指数函 

，下， 


z \+ Z2 ^ e zi - e Z7 . (7) 

4°. e 2 是以 27 ri 为最小周期的周期函数. 事实上，因为有欧拉公式 e 2w < = cos 2? r + 
isin2 丌 =1， 故由加法定理)(才任意 z € C ， 有 

e z^i = e * . e 2Ti = e z 

另一方面，设 e*+ T = e 2 ; 在两端乘以得到= 1，由此，令 T = 7\ +江 2 ,则有 
e ^^ cosT ^ + isinTb ) = 1. 于是 e Tl = 1，即7\ = 0，以及 cosT ^ = 1， sinT ^ = 0，即 
T 2 = 2 n ? r , 其中的 n 为整数.因此 ，: T = 2 n 7 ri 且 2 W 确实是基本周期. 

由此讨论也可看出，为了使映射 w = e z 在一个区域 D 上是单叶的充分必要条 
件是这个区域不包含任何一对满足关系 


z\ — Z 2 — 2mri (n = 士 1 ，土 2, •. • ） (8) 

的点. 

带形 {0 < Imz < 2 tt } 是满足这个条件的区域的一个例子.令 2 z + ij / 以及 
w = pe ^, 我们按照 （3) 写出映射 U ； = e * 的如下 形式： 

P = e *， rp = y. 


⑼ 


由此看出，这个映射将直线 {y = yo } 映到射线{分= yo }， 而线段 {x = x o ,0 < y < 2tv] 
则映到去掉一点的圆 {p = e x \0 < 分 < 2 tt } (图 25). 带形 {0 < y < 2 n } 因而变换 
到去掉正半轴的平面. 一 半宽窄的带形 {0 < y < tt } 这时被变换到上半平面 

Im 切〉 0. 




图 25 


14. 三角函数 


由欧拉公式，对于所有实数 rr 我们有 e 


cosx + ismx 1 e 


IX 


cosx — zsinx , 


由此有 


e tx + ie 


tx 


IX 


COSX 


3 inx = 


2 i 


这些公式可用作正弦函数和余弦函数到复平面的解析（全纯）延拓：只要定义，对任 
意的 2 6(7 令 

e xz + e^ xz . e lz - e^ lz 

cosx = --- ， smx =--- (1J 


cosx 


smx 


一 e 

"2 T 


即可（右端在 C 中的全纯性是显然的 )• 

这些函数的所有性质全由定义及相应的指数函数性质得出.因此，两者均是以 
27 T 为基本周期的周期函数（指数函数具周期 27 Ti , 但在公式 （1) 的2前有等于 i 的 
因子)，又，余弦函数为偶函数,而正弦函数为奇 函数. 这些函数仍保持了通常的微分 

公式 


(COS Z) 


• e iz _e 


一 smz ， 


类似地， ( sinz) f = cosz . 三角函数间的关系也保持有效，诸如 


sin z + cos z = l , cos 2 = sin I z + 


in( 


7 T 


还有三角函数的和定理 等等; 读者不难从公式 （1) 得到它们. 


), 


复变量的三角函数与双曲函数紧密相关，后者对于任意 zee 由通常的公式 


定义: 


coshjj 


+ e 


sinhz 


— e 


⑵ 




这种联系以下面的关系 表示: 


cosh = cos iz ^ 


sinh2 = —zsin iz y 


cos z = cosh iz , sin z = —i sinh iz ; 

比较公 式⑴与 （2) 可清楚看出以上公式. 

利用和定理以及公式（3)，我们得到 

cos(x - f - iy ) = cosrr cosh y — isinx sinhy ， 

由此， 

cos 2 ：| = y cos 2 x + sinh 2 y 


⑶ 


(4) 


(我们利用了恒等式 sin 2 :r = 1 - cos 2 2 /和 cosh 2 y — sinh 2 y = 1), 这个公式让我们可 
以构建余弦函数的模（地貌） 曲面; 它显示在图26中 • 





作为例子我们考虑函数 ^ = sin ^ 在所定义的半带状 D 
0} 上的映射.将这个映射表示为我们已知的映射的 复合： 


{—7 r /2 < x < ir /2 y y > 






iz^ Z2 = a 


zi 


) 


Z 3 


Z 2 


2[ Z3 + Vs 


)， 


于是看出 ， w 


sin ^ 单叶地（且共形地）将半带状区域映射到上半平面上.在图 


27上显示出在此映射下的对应 曲线 ： Mm {x 


x 0y 0 < y < oo } 对应于在上半平面 


中那个以士 1 为焦点的双曲线的一部分，而线段 {-tt/2 <x< tt/2, V 




yo } 则对应 


了具同样焦点的椭圆的一部分.从这个图可清楚看到，在半带状的竖直边界上正弦 
函数取实数值，其模大于 1. 


对于复变每:的正切和余切函数由公式 


tan 2 


smz 


cos z 




cot 2 ： 


COSZ 

smz 


⑸ 


定义，从而可通过指数函数有理地 表达： 

户 一 e—k 


UOaXX At — V • # 

e %z + e 一 12 


tan 2 


cot z 


• e iz + e— iz 

l~Z - : ~~~T ： 

e lz 一 e~ lz 


⑹ 


这些函数在除去使公式 （6) 的分母为零的点（在这些点分子不为零）以外在 C 中处 


处全纯.我们来找出这些点，臂如对 cot 对其有 sinz 


0,即 


XZ 


于是由第 






13 小节的条件 （8)， 有 2 ia ： = 2 m 7 r , 即 z = n 7 r (n = 0, 士 1， • • • 

正切和余切函数在复平面中仍然是具有实周期 TT 的周期函数，对于它保持了通 
常的微分公式和三角函数公式，所有这些论断都容易由公式 （6) 得到. 

从公式 （4) 以及对于正弦的类比公式我们得到 

. / sin 2 a ; 十 sinh 2 y . x 

| tanz | = J — 2 ⑺ 

y cos^x - I - sinh y 

图 28 显示了正弦的模曲面.它在点 z = f + riTT，（n = 0, 士1， .. •） 有一个以急剧方式 
描绘出的髙峰,在这些点正切函数丧失了全纯性. 



图 28 


X 


由函数= tanz 和 it ; = cotz 定义的映射可表 7 K 为已知映射的复合 • 例如， 


①我们现在已经证明了，当正弦解析延拓到复平面中时并没有出现新的变为0的点 • 




w — tan 2 ： 可化为这样一些映射: 


z \ — 2 iz y Z2 = e Zl , w = — i — —— 

之 2 + 1 

这个函数将带状区域 - tt /4 < x < tt /4 单叶地且共形地映到单位圆的内部.直线 

{x = x 0 } 这时被映射到通过点土 i 的圆弧，而线段 {-7 T /4 < x < 7 r /4, y = y 0 } 则被 

映成了那样的圆弧，相对于它们这些点对称（图 29). 



图29 


习题 

1. 在平面向景 z = ( x , y ) 的集合上以通常的方式引进加法及乘以标量（实数）的 运算； 于是, 
将实数与形如 ( ac ,0) 的向景等同时，每个向最 z == ( x , y ) 可以写成形式 z — x + iy , 其中按定义 
i = (0,1). 但是我们定义两个向量 21 = + iyi 与勿= x 2 + iy 2 的积不同于复数的乘积 定义： 

zi* Z2 = x\X2 + yij/2 + i(ariy 2 + X2y\) 

(按通常的代数规则将这两个二项式乘开并作替换 i 2 = 1 即得).称这样的系统为双曲数系 （ H ). 

( a ) 证明 （ H ) 是具有零因子的交换代数,并求零因子的轨线. 

( b ) 设 f = x - iy ; 于是自然地称 | W | = 为数 2 的模.求满足 || z || = 1的点2的轨迹. 

证明在复数的双曲乘积下的模等于模的乘积.又证明，||邶= 0的充分必要条件是2为零因子. 

( c ) 对于勿， | 卜 2 || # 0,及任意的 q ， 我们定义分式形式 

* Z\ * Z2 

Zl 0 Z2 = - — ； 

Z 2 * Z 2 

证明 ， （Zl * Z2) :Z2 = 2l. 

( d ) 对于函数 W = f ( z ) = ti + it ；， 我们引进双曲导数 

f \ z ) = lim AwlAz , 

A*—^0 

HxIMO 


如果该极限存 在_ 证明，对于在某个区域中的 C 1 函数类，这种导数存在的充分必要条件是在该区 
域中成立， 

du _ dv du _ dv 
dx dy’ dy dx 

( e ) 解释映射 = 和切=1: 2 的几何构图 （ 适当选取的坐标网格的对应). 

( f ) 定义 e : = e x (cosh y -\-i sinh y ) 以及 sin . z = sin x cos y + i cos x sin y. 解释这些函数与 

通常的指数函数与正弦函数之间的异同，也找出它们所定义的映射的几何构图. 

2. 证明， 

( a ) 如果点 21 ，幻， •. •，知 位于通过 z = 0 的直线的一侧，则5：； =1 z fc ^ 0. 

( b ) 如果 ELi 则点 M 不可能位于一条通过 z = 0 的直线的一侧. 

3. 证明，对于任意多项式尸 ( z ) = riLi (^- aO , 导函数 P \ z ) = ELi 的所 

有根属于原多项式 P 的根的集合 {a k } 的凸包之中. 

4. 证明，序列= nj = i(l + i ), n = 1,2,…的极限点的集合构成一个圆. 

5. 证明，对于任意条件收敛的复级数，存在一条直线 z c C 使得对于任意点 s e 〖，可以找到 
这个级数的一个重排，从而使它收敛于5 (这是条件收敛实级数的黎曼定理的推广). 

6 •设 P(z, 2 ) = Em.n CmnZ m Z n 为变量 之 和老的多 项式， 且至少有一^系数 _ 0, n 彡 1. 
证明，这时尸的 C - 可微^集在 C 中无处稠密. 

7. 设函数/ = u + iw 在点 z 0 e C 的一个邻域内具有连续的偏导数.证明，在此点它的 C - 可 
微性条件可以描述为下面较 （12) 更广的形式：对于某一对方向 S 和 n ， 其中 ri 从 S 由反时针方 
向旋转90°得到，沿着两个方向的导数由以下关系 


du 


dv 

dn 




du 

dn 


dv 

ds 


特别地，在极坐标 r 与0下这个 C - 可微条件具形式 


du _ I dv I du _ dv 
dr r 80" r d6 dr 


8 . 设点 z 按规律 z 运动，其中 r 为常数，而 f 为时间.求点= f(z) 的运动速度， 
其中/在圆{| 2 | = r } 上为全纯.（答 案： izf ( z ).) 

9. 设/在圆盘 { k | 彡 r } 全纯，且在 7 = {kl = r } 有 f \ z ) ^ 0. 证明，像/( 7 )为凸集的条 
件是 Re (兮^) + 1 彡 0. [提 示: 先考虑形如是 （f + P + asgfCre ^)) ^ 0 的凸性条件 •] 

10. 求黎曼球面对于两个对径点旋转所对应的分式线性映射的一般形式. 

(答 案：哉 =#哉.） 

11. 下面哪些欧几里得几何的论断对于罗巴切夫斯基几何是正确的？ 

( a ) 角的平分线与它们的两边等距. 

( b ) 任意三角形有外接圆. 

( c ) 任意三角形有内切圆. 

( d ) 三角形的三条高线交于一点. 

( e ) 三角形的三个角平分线交于 一点. 

12 . 在两个具共同端点的超圆的距离是否为常值？两个密切的极限圆之间的距离是常值吗？ 

13. 设给定了一条 A - 直线以及一条平行于它的 A - 直线 Z ， 后者通过与相距 A - 距离 P 
的点称/与通过点 z 的与 Zo 的垂线夹角 a 为平行角.证明 cota = sinh p . 


习 


题 
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14. 证明，半径为 r 的圆盘的圆周长及面积在罗巴切夫斯基几何中分别为 7 A = 27 T S inh r 与 
Sa = 4tt sinh 2 (r/2). 

15. 证明，在罗巴切夫斯基几何中具相等角的三角形全等，而在平行线之间的面积有限. 

16. 证明， 变换切 =韻， ad-bc=l 对应了黎曼球面的运动（即保持该球面不动）当且仅 
当 c = 一匕 d = a (系 数矩阵属于 SU(2)). 




第二章全纯函数的性质 



在这章里我们将考虑一些研究全纯函数的重要方法.它们基于将这些函数表示 


为特殊的积分（柯西积分）的形式或者某些级数和（泰勒和洛朗级数）之上.我们从 


复变函数的积分概念讲起. 


§5. 积分 


15. 积分概念 

定义.设给定了一条逐段光滑的道路 7 : — C , 其中 J == [a,P \ 为实轴上的区 

间，并且在这条道路的像上给出了一个复函数/使得函数 在I 上连续.函数/ 
沿道路7的积分是指 



7⑴ .7’ ⑷成 ⑴ 


其中右端对于实变量 < 的复值函数/。7⑷. V(t) = 9l (t) 4- ig 2 (t) 的积分理解为 

9i(t)dt + i 92(t)dt. 

我们注意到，在我们所采用的条件下，函数仍和仍在 J 上只有有限个第一类 
间断点（参看第3小节关于逐段光滑道路的定义)，从而积分 （1) 在黎曼的意义下存 
在.如果令 f = u-\-iv, dz = = dx + idy, 则积分 （1) 可改写为在坐标下的曲 

线积分 形式： 


udx — vdy + i 


( 2 ) 




也可以将积分 （1) 定义为积分和的极限:将 7(0 用点卻= 7(^0, A = 7( 纟1)， •…, 
z n = 7(0), OC <ti <•••</? 分割为有限个区间，任取点 Cfc = 7( r fc)? T k € 并 



令 
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n — 1 

fdz = lim ^2 /( Cfc ) Az fc? (3) 

fc =0 

其中 △々= Zjfc + 1 - Zk (k = 0, ••- ，n — 1), 而 <5 = max | A2 fc |. 然而我们将只采用第 一 
个定义，并且不打算证明这两个定义的等价性. 

如果7仅仅是可求长的，则甚至对于连续函数/，由于在右端出现了因子 V ( t ), 
仅用黎曼积分也是不行的.在这种情形必须使用勒贝格积分（自然这时假定函数/ 
使得/。 7 在 J 上是个可积函数). 



例 . 

1.设7为圆7 ⑷= a + re rt ，t € [0, 27 T 】， 且 f(z) = (z — a ) n , 其中 n = 0, 士1， •. • 
为任意整数.我们有 y ( t ) = ire il , / 07(0 = r n e int , 从而由公式 （1) 

J\z 一 a) n dz = r n+1 « J e l ^ n +1 ^ df . 

应分别考虑两种情 形：当 1 / -1, 这时由于指数函数的周期性，我们有 

f , e *(n+l) 27 r _ 1 

y - ar dz ^^—-^ 



因此 2 - a 的整数幂具有“正交性”性质： 

f f 0, n 7^ 一 1 ， 

(z~ aTdz = \ T ⑷ 

A \2 ni ) n = —1. 

我们将要不止一次地用到它. 

2.设 7 : J — C 为任一条逐段光滑的道路，并设 n # _1 为任意 整数； 当 n < 0 
时我们还假定在 J 上 7(0 / 0,即道路7不通过点 z = 0 . 由复合函数的微分法则有 


5 i 7 n+1 W = (n + l)^Y n (t)y(t), 从而有 

J z n dz = j \ n ( tW ( t ) dt = ^[7 n+1 W - 7 n +1 ( a )]. (5) 

我们看到 ， n / -1 的积分不依赖于道路的形状而仅仅由它的起点和终点决 
定.在闭道路时（当 n < 0时它不经过 z = 0)，它等于 0. # 


我们列出复变函数积分的基本性质. 

1。.线性性.如果/和 p 为在逐段光滑道路7上的连续函数，则对任意复常数 
a 和 fe 有 

I ( a / + bf)dz = a I fda + 6 / gdz . (6) 

Jy ^7 


这直接由定义得到. 
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2°. 可加性.设给出了两条逐段光滑的道路 71 : — C 和 72 : — C , 

其中71(仇）= 72(01) •称7 : [ o ^ iy / h ] C 为这两条道路的联接7 = 7 i U 72是指 



t e [ ai ,/? i ], 

t e [^1,^2]- 


对于任意在 7 = 7 iU 7 2 上的连续函数/，直接由积分的定义得到 



⑺ 


注，可以在联接道路 71 U 72 的定义中去掉条件 71 (/? 1 ) = 72 ( 仇).这时 U 72 
尽管已不是连续道路，但性质 （7) 仍旧成立. 

3。.不变性. 


定理 1 . 如果道路71 : [ a u pi ]-^ C 经由某个容许的参数变换从逐段光滑道路 
7 : [ a ,/?] —► C 得到，即7 = 7 i OT , 其中 t 是 一 个从 [ a ， 別到 [ ai ，/? i ] 上的一个逐段 


光滑的递增映射，则对于任意在71连续（从而在7上连续）的函数/有 



⑻ 


证明.由积分的定义， 





而因为 7 i or ⑷= 7⑴且 l [[ r ( t )] dr { t ) = 作) dt ， 故由实分析中关于积分的变量变换 
定理，有 



/ o 7 i ( r ) -7 i( r ) dr = 



f 0 l ( t ) • = fdz . 


□ 


由此定理可得出重要的 结论： 我们在道路上引进的这种积分对于曲线而言是有 
意义的，这里的曲线理解为道路的等价类（参看第3小节).更准确地说,对于任何由 
一条光滑曲线定义的道路,则沿此道路的连续函数的积分具有相同的值. 

对应于在第3小节所讲的，我们在以后将常常把曲线理解为复平面上的一个集 
合，即在这条曲线所定义的任一条道路下区间 [ a ,0] 的像.于是当我们谈及在这个几 
何上的积分时理解为沿着它的相应的曲线的积分.臂如，公式 （4) 可以改写为下面 
的 样子： 

f ——- = 27ri, f (z - a) n dz = 0 (n € Z \ {— 1}). 

•/ a|=r} z 一 a J {|z—a|=r} 

注.如果容许单调的绝对连续的参数变换,定理1对于在可求长道路上的可积 
函数仍然有效（事实上，这是可应用勒贝格积分的变量变换定理).因此沿可求长曲 
线的积分概念是有意义的. 

4°. 可定向性.以7 - 表示从逐段光滑道路 l ： [oc,(3]^C 经变量变换 t — a-h/3-t 
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(即道路7一⑷ =7 (a + /?-0, 纟 e [ a y p ]) 得到的道路，并设/为在7上连续的函数; 


于是 







(9) 


这个论断与定理1的证明相同. 

我们说，道路7-从7经由改变定向得到. 

5°. 积分估值. 


定理 2. 对于在逐段光滑道路7 : [ a ,/?] — C 上连续的任一函数/，成立不等式 

< [\f\\dyl ( 10 ) 

其中 | d 7 | = | Y (0 l 也是 7 的弧长微分，右端则是个通常实的沿弧的曲线 积分. 

证明.以 J 代表/沿7的积分值，并设《/ = \ J \ e ie ； 我们有 

1 ^ 1 = J e~ i9 fdz = J e~ ie fMt)]Y(t)dt 

(我们在积分号内插入了常数^子 e ，. 因&左 端的积分是个实数,故而 

|J| = f ^[e^ ie fbf(t)W(t)]dt ^ f \fbr(t)]\\y(t)\dt = f \f\\dy\. □ 

J a J ot J ， 



推论. 如果在上述定理的条件中，在整个 7 上 l / U)l < M ， 其中 M 为某个常 



(| 7 |表示道路7的 长). 

如果对 （10) 的右端进行估值并注意到 J ； | d 7 l = |7|,则从 （10) 便得到了不等式 

( 11 ). 


习题. 证明，如果函数/在点 a eC 的邻域中为 R - 可微，则存在 

㈣ i /卜和 } /(z 一 2 "省⑷. 

丨 提示： 利用公式 

f ( z ) = f ( a ) 4- g ⑷ (之 - a ) + M ⑷(乏 ~ + o(\z — a |) 

以及例 2.] # 


16. 原函数 

定义 1. 在区域 D 上函数/的原函数是指在该区域上的一个全纯函数兄使 
得在每点 z e Z ) 有 

F \ z ) = /( z ). ⑴ 
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如果 F 是函数/在区域 D 上的一个原函数，则任意函数 F ( z ) + (7 也是/在 D 
上的原函数，其中 （7 为任意常数.反之，设巧和巧是任两个/在区域 D 上的原 
函数，以及 = Fi - F 2 . 函数伞在 D 中全纯，故在 D 中養三0;然而在 D 中, 
^ = ^ f = F{-Fi = 0,因此在 D 中 If 三||三 0. 由实分析的定理（分别用到 Re $ 
和 Im ^), 我们最后得到$ = C ， 在 D 中为常数.这便证明了 

定理 1 . 如果 F 为 f 在 区域乃 上的任一原函数，则/的所有原函数由公式 

F(z) + C ( 2 ) 


给出，其中 C 7 为任意常数. 

因此函数/在区域 D 中的原函数，如果存在的话，则被精确到相差一个常数项. 
我们转向原函数的存在性问题，我们首先研究在一个点的邻域中局部的原函数 
存在性问题.我们从柯西定理的一个最简单的形式着手，而柯西定理则是整个全纯函 
数的积分理论的 基础： 


定理2 (柯西). 如果函数 / € (9( D ), 即在区域 D 中全纯，则/沿任意三角形 


△ @ D 的定向边界①的积分等于0: 



fdz = 0 


(3) 


证明. 假若定理不成 立② 则存在三角形 D 使得 



= M > 0. 


⑷ 


将 △ 用中线剖分为四个三角形，并假定 △ 和这些三角形均按逆时针定向（图 
30). 显然， f 沿 dA 的积分等于沿这些小的三角形边界的积分和，这是因为沿中间的 
线（图30中的箭头）的积分进行了两次但方向相反因而抵消，而剩下来的边界部分 
组成了 △. 因此至少存在一个小三角形，我们记其为 At (图30的上面那个)，使得 





图30 


① 我们假定其边界(我们将它看作为逐段光滑的曲线）是这样定向的：当绕它时三角形总在 
同一侧 . 

② 这个证明属于 E . Coureat (1900 年发表 )• 




我们将三角形重新以中线剖分为四个三角形，按同样的论断在其中又找到 


至少一个三角形，记为 a 2 , 使得 


fdz ^ 


d 么 2 


M 


继续我们的讨论，便构造了一个套一个的三角形，使得沿第 n 个三角形的积分 


成立不等式 


f M 

L fdz ^ 石 


⑻ 


三角形 An (我们假定它们是闭的）具有一个公共点句，它属于△，从而属于 R 


因为函数/在点卻全纯，故对于任意的 e >0 可以找到 6>0 ,使得在展开式 


/⑷- /( 勿) 


f ( z 0 )(z - 2 0 ) + Ol { z)(z - Z 0 ) 


⑹ 


中，对于邻域 




中所有的点 Z 有 


< E. 


在 C 7 中至少可以找到这个所构造的序列中的一个三角形，设其为根据 （6) 


有 


fdz 


f(z 0 ) 





dA 


I f ( zo)(z - z 0 ) dz + I a ( z)(z - z 0 ) dz , 

dAn JdAr, 


然而右端的前两项积分为零，这是因为常数因子/(勿）和 r ( z 0 ) 可以提出到积分 
号外，而1和 Z - ％沿闭道路的积分等于0 (参看前一小节的例 2). 因此, 

/ aAn fdz = f dAn a ( z)(z - z 0 ) dz ， 其中对于所有的 z € dA n ^ \ a ( z )\ < e . 除此而外， 
对 +所有 2 € 5 A n , \ z - z 0 \ 的大小不会超过三角形的周长 \ dAnl 因此由关于积 
分的估值定理得到 


fdz 


a ( z)(z — zo)dz < e \ dA n \ 2 . 


dA 


dA 


但根据我们的构造， |^ A n | 




\ dA \/2 n , 其中|必|是三角 形 △ 的周长，因此 


fdz 


岡 2 /4 


dA 


考虑到（5)，我们得到 M < e | aA | 2 , 因为数 e 的任意性由此得出结论 ： Af 
我们的假定 （4) 相反. 口 


0,这与 


我们将在下一小节考虑柯西定理的一般形式，现在我们将从刚证明的定理 2 推 


导出原函数的局部存在定理. 

定理 3. 如果函数/ G 0( D )， 则在任意圆盘 V 


{\ z - a \ < r } C D 中它具有 


原函数 


Hz) 






/(CK ， 


⑺ 


其中的积分取在直线段 [ a , 2 ] C C 7 上. 


证明.固定任一个点 zeU 并假定|&|如此小以致 2 + & e C / (图 31). 于是 
以 a , 2, z - V ^ z 为顶点的三角形紧闭地属于 D , 从而由定理2有 
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图31 


/ fd(+ fd(+ fdC = 0. 

J[z,z+Az] J[z^Az t a) 

这里的第一项等于 F{z), 第三项是带负号的 / 在 [ a ， z + Az ] 上的积分，即 - F ( 2 + △幻， 
因此 

F(z + Az) - F(z) = [ f(C)dC ( 8 ) 

J [z^+Az] 

另一 ■方 面， 

f(z )= 去 / f(z)dC 

J[z } z+Az) 


(我们可从积分号里拿出常数因子并考虑到（8)，则可以写出 

F(z + Az ) - F ( z ) _ f(z) = 1 /* {/(c) — f{z)}dc ( 9 ) 

^ J[z t z^Az) 

现在我们利用函数/的连 续性： 对于任意的 e > 0可以找到 J > 0,使得当< 6 
时对于所有的 c e + Az ] 成立不等式 1/(0 - /⑷ | < ^由此从⑼得到，当 


| Az | < S , 则 





这意味着，成立 F ^ z ) = f ( z ). □ 


注. 在定理3的证明中，我们只利用了函数/的两个 性质： 它在区域 D 的连 
续性,还有/沿任意三角形 △ 危乃的定向边界的积分等于 0. 因此可以断言，由公 
式 （7) 定义的函数 F 是任意具有这两个性质的函数/的局部原函数 • 


在整个区域起作用的整体原函数的存在性问题有点复杂.我们将在下一小节处 
理它们，而现在我们只指出，如何由局部原函数沿所给定的道路进行原函数的粘贴. 


定义 2. 设在区域 D 中给出了函数/以及7 : / = [«,/?] - D 为任一（连续) 
道路.称函数 U — C 为函数/沿道路 7 的原函数 是说,如果它：⑴在/上连续， 
以及 （2) 对任意点 t 0 £l 存在点 z 0 = 7 ( t 0 ) 的邻域 C 而/在其中具有原函数 
F Vl 使得 


Fu o lit) = ^(t) 


(10) 
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对于某个邻域 u t 。C J 中所有的 t 成立. 

我们注意到，如果/在整个区域 D 有原函数 F ， 则函数可以充作沿道 
路7的原函数.但是，在这个定义中并没有要求在整个 D 上原函数的存在性，事实 
上,只要它 局部地 在每点勿 G 7的一个邻域里存在就够了. 进一 步说，如果当 t ' / 

而 7 ( f ) = 7 ( t 〃） = 〆 ，则/的两个原函数,其中一个对应于邻域处，而另一个对应于 
邻域 叫〃， 不一定会 重合: 它们可能会相差一个常数项（请注意,它们都运行在同一个 
点 〆 的邻域中，从而由定理1知他们的差是个常数).因此,沿道路的原函数是个参 
数 f 的函数，而不必是点2的函数. 

定理 4. 对于任意函数/ 6 0{ D ) 和任意的（连续）道路7 : ^ — A 存在/沿 • 
7 的原函数，并且精确到只差一个常数项. 

证明. 将区间 J = [ a y p ] 剖分为 n 个区间 4 = [ tk ,^ 使得两个相邻的区间相 
交 （G < G+i <屯 *1 = a ， =戌图 32). 利用函数 7(0 的一致连续性，我们可以 
选取4如此之小，使得对于任意的 A : = 1，…， n ， 像 7(4) 被包含在圆盘 C 4 C D 中， 
而/在其上有原函数（根据定理 2). 



图32 


在6上运行的原函数集合之中（它们两两之间差一个常数项)，我们选取任意 
个，并记其 为巧. 考虑在 t/ 2 上运行的任意原 函数； 在交集 R n c/ 2 它与巧 只差 
个常数项（因为是同一个函数的原函数).因此在 c / 2 上运行的原函数中存在一个 
与 f \ 在交集 R n t/ 2 重合，我们记其为 f 2 . 

继续这个讨论，我们在每个 C 4 上选一个原函数八，使得在交集 Uk-iDUkik 
1，…， n ) 上 F fc = F fc _!. 函数 


= Fk 07 (^)) t e Ik (fc = l ，...， n )， 

便是函数 / 沿道路 7 的原函数.事实上，它显然在区间/上连续，并对于每个点 
t 0 Gl 存在邻域,使在其中少⑴=而。7⑷，这里的 仏是 /在 7(*0) 的邻域中运行 
的原函数. 


• 62 • 


第二章全纯函数的性质 


还要证明定理的第二部分 • 设化和为/沿道路7的两个原函数、在每个 
点紿€ /的邻域 w t 。 中，我们有少1 = F ⑴ 07 ⑷和 $2 =尸( 2 )。7⑴，其中 F ⑴和 
F ( 2 ) 为/的两个原函数，运行在点 7(« o ) 的某个邻域中.它们仅可能相差一个常数 
项， 所以 _) = %⑷-少 2 ⑷在叫。为常值.但是在连通集合上为局部常值的函数 
则在整个集合上为常值®.因此对于所有的 t e /， h ⑷-少 2 (0 =常数. □ 


如果已知函数/沿道路 7 的原函数，则/沿 7 的积分可按通常的牛顿-莱布尼 


茨公式 计算: 


定理 5. 如果7 : [ c ^,/5] 
7的原函数步⑷，则 


— C 为逐段光滑的道路，且函数/在 7 上连续并有沿 



证明. 先设道路7光滑且整条都位于实函数/有原函数 F 的区域中.于是作 
为/沿7原函数的函数 Fc >7 与少相差一个常数项，即巾⑷= Fo 7 ( t )- hC . 因为道路 
7光滑，而 F f ( z ) = /⑷，故对所有的 K [ a ,/?] 存在连续的导数 ^( t ) = ⑷彳⑷. 
但由积分的定义， 


fdz 


定理的特殊情形得证. 






/ o 7 ( t ) .7’ ⑷出 




Of 



/3 


^(t)dt = ^{0) - 0(a) 


a 


在一般情形，我们可以将7剖分为有限条道 路％: - C ( a 0 = a < 

^<...<^=/5), 使得它们中每一个为光滑且位于使 / 具有原函数的 K 域中.由 
刚刚所证的，有 



fdz — 少 _ $( 0 ：^/)， 


将这些等式加起来便得到了 (11). □ 


注 1. 如果替代黎曼积分而去考虑勒贝格积分，则定理5完全同样的对于可求 
长的道路成立，然而我们还可以走得更远.设函数/在区域乃中全纯，于是由定理 
4存在它沿任意连续道路7 : D 的原函数.考虑到定理5,我们定义/沿任意连 
续道路 7 CD 的积分为在参数变化的区间 [ a y P ] 上沿这条道路原函数的增量. 


显然， （11) 的右端在容许的参量变换下不变.因此可以考虑全纯函数沿任意（连 
续）曲线上的积分. 

注 2. 定理5让我们可以验证在本小节一开始所作的一个断言的正确性，即在 
多连通区域并不是每个全纯函数都具有原函数.考虑区域 D -{0<|^|<2} 以及在 


①事实上，设£ = {t e / : y>(t) = v3(< 0 )}. 因为包含有允，故它非空.又因为 w 局部常值同时五 
中每个点 t 位于某个邻域心之中，故它为开.然而它也是闭的，这是因为它连续（由于它局部常 
值)，从而由条件及 tn —*■ *" 推出= ¥»(to). 按照第 4 小节的定理2,有 E = I . 


其上全纯的函数 /(幻 = ^ 这个函数在 D 中不可能有原函数.事实上，如果函数/ 
在 D 中存在原函数 F ， 则对于任意 D 中的道路 7 : [ q , 0\ D , 沿此道路的原函数 
应是函数 F o 7 ( t ), 并且由定理5,应有 

J fdz = F ( b )- F ( a ), 

其中 a = 7(a) 和6 = 7( 奶为 7 的端点.特别地，任意闭道路 7 C D 有6 = a ， 从而 
/沿此闭道路的积分等于 0. 然而我们知道（参看第15小节的例1)，/沿单位圆的 
积分为 



我们将这一节的结果用微分形式的术语进行阐述.称微分形式 u^Pdx + Qdy 
为 闭的， 其中尸， Q 为区域 D 中的 C 1 类函数，是说如果它的微分在 D 处处有 
心=(磬 - I ?) dx Ady = 0,称为恰 当的， 是说如果在 D 上存在一个函数 w 使得 
a ; =也（即鼗= P ， 劈= Q ). 可以用以 a : 和 y 线性表达的 z 和 f (具有虚的系数) 
去替代上面所用到的2：和2/进行操作.于是这个形式可重写为 w = fdz + gdz y 而它 
的微分则为 du ； = -餐) dz 八 d 乏. 

特别地，对于我们在这里所考虑的形如 a ; = /心的形式有 du ; = — ||心 A 点，故 
它们为闭形式当且仅当函数/为全纯 . a ; = 为恰当形式当且仅当存在函数 F 使 


得在整个区域有 



dF J OF ^ 

d^ dz+ di d2 ' 


即 = 0, 而 叢 = F ' = /. 因此定理 3 可以叙 述为： 任意在区域中为闭的形 
式 a ; = / 心 是个局部恰当的形式. 从以上的例子 a ; = dz / z 表明，不是在任何区域上 
闭的形式都是整体恰 当的： 在下一小节要指出，在单连通区域上，闭形式总是整体恰 
当的. 


17. 柯西定理 

我们在这里要证明一般形式的柯西定理，这是全纯函数积分理论的基本定理(上 
一小节中已证明了它的最简单的形式).这个定理断言，对于在区域中全纯的函数，如 
果积分道路在该区域内连续地形变，使得它的端点保持不动或者保持为闭道路，则 
此函数沿这些道路的积分不变.在转向精确的叙述时，我们首先应该定义道路的连 
续形变是什么. 

为简便起见，我们假定这里所考虑的全部道路的参数 t 都在同一个区间/ = [0, 1] 
中变动.这个假定并未影响到一般性，这是因为总可以借助于容许的参数变换将它 
变换成它的等价的道路,并保持沿道路的积分值不变. 

定义 1. 称两条具公共端点的道路 7G : — A 71 : — A 7(^0) = 71(0) = 

a, 、⑴==力⑴= 6 在区域 D 中同伦是说，如果在在连续映射 7(5,0 : ! x I — D 
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(1 x 1 表示区间的乘积，即正方形 1) 使得 

7(0,0=70⑴，7(1，0=71 ⑴ {t e /), (” 

7(s,0) = a, 7( s ， 1) = ^ (s e I). 

当固定一个 s = 扣 € 了时，函数 7 ( so ,0 ： I ^ D 定义了 D 中的一条道路，而且 
这样一条道路当卽变化时在连续地变化，它们的族在 D 中将道路70与71 “连接 
起来”（图 33). 因此，两条道路在区域 D 中的同伦性意味着它们在 D 内部可以相互 
形变 • 




图33 


类似地，两条闭道路 70:/ — D 与 7 l : J — D 在区域 D 中同伦是说,如果存在 
这样的连续映射 7(5,«) : J x J — D ， 使得 

7(0,t) = 7oW ， 7(1^) = 7iW (t e /), ( 2 ) 

7(s ， 0) =7(«,1) (s e ,)• 


在图 34 中，道路 7 o 与 7 i 同伦，而7不与它们同伦. 



图34 

通常以符号〜表示同伦性，当道路70同伦于道路％时，我们则将它们写成 


7 o 〜 7 i . 

显然，同伦性满足通常的等价性公理（自反性，对称性，以及传递性).因此在给 
定的区域内，所有具公共端点的道路，或者所有闭道路，都可以被分类，其中的每个 
类包含了所有相互同伦的 道路; 称这样的类为同伦类. 

在闭道路类中挑出同伦于0的一类.说闭道路7在区域 D 中同伦于零是指，如 
果存在连续映射: / x / - D , 它满足条件 （2) 并使得 71 ⑷三 c (常值，这表明 
7在 D 中连续形变地收缩为一个点). 

在单连通区域0中，任意闭道路均同伦于零，这意味着任意两条具共同端点的 
道路相互同伦（这个性质可以作为单连通的定义).所以在单连通区域上同伦类的分 
类是平凡的. 

习题.证明以下两个断言是等价 的：⑷ 在区域 D 中任意闭道路同伦于零，以 
及 （ b ) 在区域 D 中任意两条具共同端点的道路同伦 . # 

因为两条道路之间的同伦性在容许的参数变换下显然不变，故而这个概念可以 
推广到曲线上.就是说，称两条曲线（具共同端点或为闭）在区域 D 中同伦是说,分 
别代表这两条曲线的道路71和72在乃中同伦. 

在本章开头我们引进了 沿道路 积分的概念，而后则看到了，实际上积分不仅是 
定义在道路上而是在 曲线， 即道路的等价类上. 一 般形式的柯西定理则断言，在全纯 
函数的情形可以走得 更远： 在这里积分不只是定义在曲线上而是在这条曲线所属于 
的同伦类上.换句话说，成立 

定理（柯西). 如果函数/ e 0 { D ) y 而 7 i 和70为两条在 D 中相互同伦的道路， 
它们或者具有共同的端点或者都为闭道路，则 

⑶ 

证明. 设7 : / x / — D 为定义道路70与 7 i 之间同伦的函数（参看定义 1) .构 
造一 组覆盖 正方形 K = IxI 的正方形 K mn = 使其中每一个 K mn 

均与每一个相邻的正方形相交（图 35). 
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由于函数 7 的一致连续性,正方形 K mn 可以选取得如此之小，以致于像 7 (^mn) 
包含在圆盘 C D 之中，并使得函数/在其中具有原函数 F mn (我们用到了每个 
全纯函数局部地具有原函数的性质).固定指标 m 并像前一小节定理4的证明那样 
进行：我们选取任意一个在上运行的原函数 F ml , 而在 t / m2 上选取运行的原函 
数使得在交集 t/ ml n C / m 2 上 F ml = (我们用到了 /的两个原函数在此相交处仅 

差一个常数项的性质).按照完全相同的方式进行，我们选取了原函数 F m3 , 

(使得在 n 上 F m , n+l = F mn ), 并构造函数 

伞 m ( s ，0 = F mn 0 7( M ), ( s , t ) e K mn (n = l ， …， AO . (4) 

显然，函数在矩形 = Un=l Kmn 上连续，并确定到相差一个常数项.我 
们挑出任意一个而选取伞2使得在交集 nK 2 上少 i =少 2 按完全相同的 
方式进行，我们便选得了函数少3,…，^ (使得在 K m D / C m +1 上少 m =少 m+1 ) ，并 
构造了函数 

中 ( s ， f ) = $ m ( s ， t )， ( s , t ) € K m (m = l ，."， AT ). (5) 

当 s € J 固定时，函数伞 ( M ) 显然是/沿道路 7 a = 7( M ) ： I ^ D 的原函数， 
所以有牛顿-莱布尼兹公式有 

J /dz = ^( s ， l ) — ^( s ，0). (6) 

我们进一步来考察两个不的情形： 

( a ) 道路 71 具有共同 端点. 这时根据同伦的定义，对于任意 S e J 我们有 
7( s ，0) = a ， 7( 5 , 1) = 6. 于是，函数少 ( s ，0) 与 $( s ，1) 在 7" 的每个点为局部常数， 
这表明在整个区间上为常数.因此， ^(0,0) = 0(1,0), ^(0,1) = $(1，1)，从而由公式 
(6) 得到 （3). 

( b ) 71与72为闭 道路. 因为这时对于任意的 s e I 有 7( s ，0) = 7( s ， 1)， 故 
少卜,0)在/中每个点为局部常数，从而在整个区间上为常数.因此从⑹又 

得到 （3). □ 


习题. 证明，如果函数/在圆环 V = {r <\ z - a \< R ) 上全纯，则它的积分 
/( p_ a | =p 1 /■⑷心对于任意 p ， r < p < R 具有同一个值 . # 


18 . 几个特殊情形 


我们将在这里考虑几个柯西定理的特殊情形，它们特别重要因而值得进行个别 
地叙述. 
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证明.因为7〜0,故此道路可在 D 中形变为一个点 a € D , 这意味着形变为 
任意小半径 e 的圆％ = = e . 根据一般的柯西定理 

[fdz= [ fdz, 

A ^7c 

而因为函数 / 在点 a 的圆上有界（设 |/| < M )， 故上式右端的积分当 e — 0时趋向 
于0 (它以值 Af . 2 m 为界).因为左端不依赖于 e 故它为 0. □ 

因为在单连通区域中每条闭道路同伦于零，故而对于这样的区域柯西定理叙述 
起来特别简单,下面是它的经典 陈述： 

定理 2 . 如果函数/在单连通区域 DcC 中全纯，则它沿任意闭道路 7 :/ —D 
的积分等于零. 


由于这个定理的重要性，我们将在两个附加假定条件下再给出它的一个初等证 
明.这两个假定是： （1) 导数尸在 D 中连续 ® 以及 （2) 7 为逐段光滑的若尔当道路. 

由第二个假定得出，由于 D 的单连通性， 7 是属于区域 D 的一个有界区域 G 的 
边界.第一个假定让我们可以应用分析中有名的黎曼-格林公式 



灿 +⑽ = // G (S- 



dxdy， 


( 2 ) 


这时它成立要求在5上函数 P 和 Q 的偏导数的连续性（这里以況7表示区域 G 的 
边界，以反时针方向通过).将此公式应用于此积分的实部和虚部 


我们得到 



udx — 


vdy + i 

JdG 


vdx -h udy. 





dxdy. 


利用形式导数的符号嘉（参看第6小节)，我们可以改写最后面的这个关系式为 


可以将它看作是黎曼-格林公式的复写法. 

因为有全纯性|^=0,故而柯西定理（在做了附加假定下）直接由这个公式 
得到. 


fdz 




2i 



dl 

dz 


dxdy. 


( 3 ) 


我们注意到，应用微分形式斯托克斯定理可立即推导出公式 （3): 

f fdz — ff d(fdz) 

J uCy %/ J Cj 

然而像我们上面所做的那样，有 dz /\dz = 2idx A dy. 

由柯西定理可直接推出对于单连通区域存在原函数的整在 定理: 



® 我们很快就会看到,对于全纯函数这个假定自动满足. 
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定理 3. 在单连通区域 D 中任意的全纯函数具有在此区域的原函数. 

证明. 我们将指出，在 D 中/沿非闭的道路的积分不依赖于这条道路的选取 
而是完全由它的起点和终点决定.事实上，设 71 和72为两条连结乃中的点 a 和 b 
的道路（图 36). 不失一般性，可以假定的参数在区间 [ a , A ] 上变化，而 72 在区 
间 [Pi , P ] (a < /3 i < /3) 上变化.以7表示道路 7 i 与 7^" 的连接；这是一条位于 D 
中的闭道路.根据积分的性质有 

J fdz- J fdz = j fdz 、 

然而根据定理2, / 沿任意闭路7 C D 72 的积分等 7 于0,于是得到了我们的断言①. 



图36 


现在固定一个点 aeD 并假定 a 为 D 中的一条道路的起点，而它的终点 z 设 
为任意 . /沿此道路（我们记其为的积分是点 Z 的 函数： 

F ( z ) = j 。 /( CK . (5) 

完全重复在第 16 小节中对定理3所°进行的证明，我们可验证 F 在 D 中全纯， 
并且在每个点2 D 有 F f ( z ) = f { z ), 即 F 是/在 D 中的原函数. □. 


在区域 {0 < H < 2} 上函数 f =\ 的例子（参看第16小节注 2) 指出，这个定 
理中的单连通条件是本质 性的： 对于多连通区域，整体上原函数存在的定理一般并 
不 成立. 


同一个例子还指出，在多连通区域全纯函数沿闭道路的积分不必等于0,即经典 
方式陈述的柯西定理（定理 2) 不能推广到多连通区域上.但是可以给出能让这个定 
理进行这种推广的陈述. 


单连通区域的边界（如果不是太坏的话）是一条闭曲线，它在闭包万中同伦于 
零.在一般情形下，不能将定理1应用到上，这是因为函数/只在 D 中定义， 
而且可能不能延拓得到 an 上.如果额外要求/ e 即它可延拓到某个区域 


①如果利用在单连通区域中任意两条有共同端点的道路相互同伦，则这个断言可以直接由一般 
的柯西定理得到. 
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GDD (参看第6小节)，则定理1便是可应用的了.我们得到柯西定理的以下 陈述: 

定理 4. 如果函数在单连通区域 D 的闭包 D 上全纯，且 Z) 的边界是条连续曲 
线，则/沿这个区域边界的积分为 0. 

习题.在某些情形中定理 4 的要求可以弱化：仅仅要求函数/以连续的方式 
延拓到万.譬如，设区域 D 相对于点 z = 0是星 形的， 即它的边界由极坐标方 
程 r = r(^), 0 ^ ^ 2tt 定义，其中的 r(p) 是个单值 函数; 还设函数 r (⑷ 为逐段光 

滑.证明这时定理 4 的断言对于在 D 中全纯，并在万中连续的函数/成立 . # 

如果引进下面的定义,那么定理 4 可推广到多连通的 区域： 

定义.设紧区域① D 的边界由有限个闭曲线 7 ,(^ = 0,.--, n ) 组成.假定最外 
面的边界70,即将 D 的点与无穷远点分离的那条曲线，以逆时针定向，而其余的曲 
线乂 （〃 = 1 ， 2, …， n) 则以顺时针定向（换句话说，边界曲线如此定向，使得在沿边 
界曲线行进时，这个区域总保持在 左边； 图 37). 称带有这样定向的区域 D 的边界为 
定向边界， 并记以符号 3 D ®. 



现在对于多连通区域的柯西定理可陈述如下: 


定理 5. 设紧区域 D 的边界为有限条连续曲线，又函数/在此区域的闭包上 
全纯.于是，/沿定向边界汉0的积分等 于零： 



证明.在 D 上做出有限个切口线;它们使得该区域边界的分支之间连通（在 
图 38 中为了直观可视，我们用两条边来显示这些切口).显然，这条由定向边界 
和八+ = UA ；!： 与 a - = AA ；； 的集合组成的闭曲线 r , 在区域 gdd ® 中同伦于零， 


①我们记得，称区域 d 为紧是说，它在亡中的闭包不包含无穷远点运 c ). 

©在这里我们用了关于定向边界的几何表示.它的形式定义请参看本书第二卷的 14 小节. 

® 这可用对于 an 的分支个数进行归纳证明.然而我们注意到,所有这里进行的构造的形式证 
明必定十分繁琐. 
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而由假设条件，/可以全纯地延拓到该区域.根据定理1，/沿 r 的积分等于0,且由 
积分的性质，有 



这是因为/沿 A + 和 A - 的积分相互抵消. □ 


D 



图38 图39 


例. iS：D = { r <\ z - a \< R } 为圆环，且/ e 0(D), 即在一个更宽的圆环上全 
纯，将其以虚线显示在图39上.定向边界 3 D 由按逆时针定向的圆70 =化 ~ a | = 
尺}，以及按顺时针定向的圆组成（使得沿绕行时圆环保持在左).由定理5, 
有 

L fdz = f fdz + f fdz = 0 或者 f fdz = f fdz 

J «/70 J n 


(最后这个结果也可由关于同伦的柯西定理推出).# 


19. 柯西积分公式 

在这里我们将得到在紧区域上全纯的函数用沿该区域边界的积分表示.我们会 
看到,这样的表示无论在理论上还是在实际问题中都有重要的应用. 


定理 1. 设函数/在闭包紧区域乃中全纯，而边界为有限条（连续）曲线.于 
是，在任意点 z e Z ) 函数/被表示为形式 



其中的谷 D 为 £) 的定向边界（参看前一小节). 


( 1 ) 


称等式右边的量为柯西积分. 

证明. 取 p > 0使得圆盘 C/ p = { 〆 ： I ? - z \< p }^ D , 并记 D P = D \ U P (ffl 
40). 函数 〆 C ) = $作为两个具非零值全纯函数的商在上全纯.定向边界 
由以及圆= {( •• \ C - z \^ p } 组成，而后者以顺时针定向，从而由积分的性 



图40 


质表明 


2 ni 


9dC 


dD 


J_ f /(CK 

27TZ J dD C-Z 


/(CK 


―夂 m 

Jdu p C 一 


z 


但是函数 5 在万 P 上全纯（我们已将它在点 2 处的奇异性排除在外了)，因此，应用 
对于多连通区域的柯西定理， p 沿的积分为0, 


于是， 


1 r /(c)rfc 


2ttz J dD Q-z 


上 f HQdC 

2?ri J 9Uo C-z 1 


( 2 ) 


其中可假设数 p > 0 任意小.因为函数 / 在点 z 连续，故而对于任意的 e > 0可以 
选取数5 >0如此小,使得当 p < S 时对于所有 C G dU p 有 




因此差 ® 


f ( z ) 


f«)dC 


一丄/ ■ 

2 丌 i Jau p C 一 


2 ni 


j 

JdU p 


m-m 


(: -z 


d ( 


⑶ 


的绝对值不超过点 e • 2 tt = e , 从而当 


' — ► 


时趋向于 a 但是从 （ 2 ) 看出，⑻的左 


端不依赖于 P , 因此对于所有充分小的 P 它等于0,即 




2 ixi 


由此及由 （2) 得到公式 （1) 


f n 

JdUf, C 


/(CK 


Z 


n 


注.如果在定理 1 的条件中，点 z 位于 D 外，则 


1 f /(CK 


2ni J dD z 


0. 


⑷ 


因为此时函数以 0 


齊在万 中全纯，故此断言直接由柯西定理得到 


柯西积分公式表达了一个非常有趣的 事实： 在区域 G 中全纯的函数的值完全由 
它在边界上的值决定.(事实上，如果已知 f 在 dG 的值，则整个公式 （1) 右端便得知， 
即知道了 /在任意点 z e G 的值 .） 这个事实将全纯函数与在实分析意义下的可微 
函数从原则上区分开来了. 


①我们用了点 Sau p ^ = 1 (参看第15小节的例 1) 以及常数因子 /( z ) 可以从积分号里提出. 
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习题.设函数/在区域 D 的闭包中全纯，其中包含了无穷远点，且其边界 
0 D 如此定向使得通过它时该区域总在 左边. 证明，此时对于任意点 zeD 有 


f ( z ) 


2 ni 



dD 


HQdc 
C-z 



/( CX )) 


# 


由定理 1 直接得到 


定理 2 (均值定 理). 函数 / e 0{ D ) 在每个点 Z e D 的值等于它的圆心在 2 


的任意充分小的圆上的算术平均值 •. 


m 




2 n 



2n 


f(z + pe lt )dt 


(5) 


o 


证明. 取圆盘 C/ p = ： I〆 - z \< p } 使得％ € D ， 并将它作为定理 1 中的区 


域由柯西积分公式我们得到 


m 


2 ni 



/(O 

du p C 一 2 ; 


dC 


⑹ 


但因为在 上有 C -« = t e [0,2 tt ], dC = pie ^ dt , 故由 （6) 推出 （5). 


□ 


均值定理表明，全纯函数可以说成是非常规则地构建成的，使得它们的值与相 
邻的值紧密相连.这解释了在这种函数中出现了一系列在实分析意义下可微函数中 
不可能出现的特殊性质的原因.我们将在后面考虑许多这样的性质. 

最后我们要引进 R - 可微函数的一个积分表示公式，它推广了柯西积分公式. 

定理 3. 设函数/属于在闭包紧 区域公 上的 C ： 1 类，其边界为有限条逐段光滑 
曲线.于是在每点 zeD 有 


f ( z ) 


2 ni 


J 

JdD 


HQdC 

C-z 


UL 


df d ^ dr ) 


⑺ 


其中 C f + 办 我们称这个公式 为柯西-格林 公式； 如果/ e 0( D ) } 则其中的第 
个积分消失，从而得到了柯西公式. 


证明•从 D 中去掉小圆盘 I/p = {C ： 1C - ^1 ^ p }, 并对在区域 




jD \ I 7 p 上 


的 C 1 类. 函数 P ( C ) = g 应用复写法的黎曼-格林公式（参看18小节的公式⑶)， 
我们有 


f /(C) 

JdD C — z Jdu p C ~ z 



/(C) 


dC 




2 i 



P 


ac * 


因为 / 在点 2 为连续，故 /(C) = /W + 0(p), 其中 C € 〜而当 p — o 时 o ⑼ — o 
因此 



du p 


m 

c - 之 



m 



d ( 


du p C 一 z 


+ 



du p C 一 


= 2 ni /( z ) + O ( p ), 

L — Z 


纪 • 这时因为函数 


©C - 0? C-* 




对于(:全纯，故对于？的导数为零. 



而最后面的公式当 p -^ o 时便给出了 (7)®. □ 

历史注记 

在描述了有关复积分的一些基本事实之后，我们来简短关注一下它产生的历史. 
在这方面的主要功绩应归于卓越的法国数学家 A . L . 柯西 ( Cauchy ). 



A . L . 柯西 (1789—1857) 


柯西于1789年出生于一个贵族家庭.1807年毕业于巴黎综合工科学校，这是 
一所创建于法国大革命时期的学校，赋有培养高级工程师的使命.它的毕业生要接 
受两年期的在数学，力学和绘图方面的知识学习，然后再安排到四个机构之一中去 
接受工程方面的培训.柯西到了交通道路学院，于1810年毕业，并开始了在瑟堡 

( Cherbourg ) 的工程师的工作. 

柯西的工作范围十分广泛,他从事于弹性理论、光学、天体力学、 几何、 代数、以 
及数论的研究.但是他根本的兴趣是在数学分析，改造这门学科的基础通常与柯西的 
名字联系在一起.1816年他被政府任命为巴黎科学院院士和综合工科学校的教授. 
在这里他教了他自己著名的分析教程，这些后来以三卷书的形式出版 (1821-1828 

年). 

柯西男爵抱有坚定的保皇信念和极端的宗教观点.在他工作的这个活跃期间正 
值波旁王朝复辟，而在1830年的七月革命之后，柯西与皇族家庭一起移居到了意大 
利.但到了 1838年他返回了祖国并重新在一所天主教会学院里教数学，到了 1848 
年他成了巴黎大学文理学院 ( Sorbonne ) 的教授（但他拒绝宣誓效忠于政府). 


® 我们的讨论需要证明 



df d^drj 

icc^ 


的存在性.但因为/ e CHD ), 故在⑺中的二重积分存在（可通过中心在2的极坐标对它验证) 


从而这个极限与它相合. 
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柯西对于复积分的第一个结果是在《关于定积分理论》的论文中得到的，这是在 
1814年提交给巴黎科学院，但到1825年才发表的一份学术报告.像欧拉那样，柯西 
也是在从事流体力学研究时遇到这类问题的.他从以下（欧拉已知的） 公式： 

/ 血 / f ( x ， y 、 dy = dy f ( x , y)dx (8) 

Jxo J yo Jyo Jxq 

出发，并考虑组合成一个复函数 F = 5 + iV 的两个实函数 S 和在 （8) 中令 
/ =驚= || ，柯西得到了联系这些函数的积分 公式： 

yr 

I [ Vix ^ Y ) - V { x , y 0 )]dx = f [ S ( X , y ) - S { x 0 l y )] dy . 

J Xo j I/O 

令 / = If = - €，我们则得到类似的公式，然而也仅仅在1822年他才有了将它们 
组合为一个复函数的想法，然后将它加在1825年这篇报告的脚注中.这是对于矩形 
周线的柯西定理，然而却缺失这个等式的几何思想. 

我们注意到，他的工作与欧拉在1777年向彼得堡提交的工作只有为数不多的不 
同之处，在欧拉那里引进了公式 

j\u + iv)(dx -f iy ) = J udx — vdy + i j vdx 4 - udy 

并给了许多它的应用.但是在同一年1825柯西给出了另一个小册子《论在虚部取极 
限的定积分》，在此将复积分看作是积分和的极限，并且看出，要使他的想法更加准 
确还必须给出函数 a : = y = X ( t \ 它们在区间 to 单调且连续，并使得 

^ p { to ) = xo , x (* o ) = VOi y ?( T ) = X , x ( 了） = K 显然在那时柯西还不能像对 一 般的复 
数的几何解释那样，将积分解释为沿复平面上一条道路的积分. 

他所叙述的他自己的基本定理按现在的话来 说即： “如果 F (: r + yV ^ l ) 对于 
xo 彡: r 彡义和2/0彡 2/0" 有限且连续，则它的积分值不依赖于函数和 X ⑷的 
性质他用改变函数 p 与 X 来验证积分的改变量等于零,从而证明它.应该注意， 
将复变函数积分的概念完全准确地规定为沿复平面上的一条道路的积分，并详细陈 
述了积分不依赖于道路定理,第一次出现在高斯1811年给贝塞尔的信中. 

柯西积分公式是由他在1831年一篇关于天体力学的文章中第一次给出了证明. 
柯西对于圆盘情形推导出它，这对于得出函数可展开为幂级数的结论已足够了（参 
看下一节).我们将在后面讲述课程内容所涉及到的柯西的其他结果. 

§6. 泰勒级数 

在这一节里我们将由柯西积分公式出发得出全纯函数的幂级数表示（泰勒 ( Tay ¬ 
lor ) 级数). 

回忆一下实分析中与级数相关的一些简单概念.称(由复数组成的)级数 En=o a n 
收敛是指，如果它的部分和序列 Sn = ELo 有有限的极限 N 称这个极限为该级 
数的级数和. 


§6. 泰勒级数 
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设 En = ofn ( z ) 为函数级数，其中函数/„定义于某个集合 MCC . 称其在 M 
上一致连续是说，如果它在每个点 z e M 收敛，且对于任意 e > 0可以找到序号 
N = N ( e ) 使得对于所有 n ^ N 及所有2 € M， 级数的余部 fk ( z )\ < e . 
完全像实分析 一样， 可以证明对于在集合 m 上定义的级数如果非 

负项级数 E^O H/nll 收敛，则该级数一致收敛，这里的 ||/n|| = SU Px€M |/ n | (这个条 
件等于说该级数在 A / 上被数项级数控制).无需做任何改变也可证明在集合 M 上 
连续的函数组成的级数的一致收敛的和仍在此集合上连续，在曲线 （ C 1 类或可求长 
的）上连续函数的级数的一致收敛的和在此曲线上可逐项积分. 

20. 泰勒级数 

复变函数论的基本定理之一是 

定理 1. 如果函数/ € 0 { D ), 且勿为 Z ) 中任 一点， 则在任 意圓盘 U ^{\ z ^ 
z 0 | < R } d D 中该函数可表示为收敛赛级数和的形式： 

f ( 之 )=^2 Cn(z - Z 0 ) n . ⑴ 

n=0 

证明. 设 z € C7 为任 意点； 选取数 r •使得 |z - 2o| < r <丑，且以 > 表示圆 
{C : K -勿1 = r} (图 41). 由柯西积分公式我们有 



图41 

为了得到/的幂级数展开式，我们展开这个公式的“核” 为 z — z 0 幂的几何 


级数: 




n=0 


(z - z 0 ) n 

( C - 勿) n+1 ’ 


(2) 


然后用 2^ i /( C ) 乘以两端并沿 7 r 逐项取积分.因为对于所有的 c e 我们有 


\z-z 0 \ 

1 C 一 2 o 




•76 • 


第二章全纯函数的性质 


故级数 （2) 绝对收敛且对于 C 在 7 r 上一致 收敛. 当乘以一个在 7r 上连续从而有界 
的函数 2^/(0 时不会破坏这个一致收敛性 • 因此可以对它使用我们的逐项积分法 
则，得到 

/(z) = h i S 

其中 

定义.称系数为公式 （3) 定义的幂级数 （1) 为函数/ 以点％ 为中心的泰勒 

级数. 

由柯西的关于同伦的定理 （17 小节）知道，由 （3) 定义的泰勒级数的系数 Cn 不 
依赖于圆 7 r * 的半径 r (0 < r < i ?). 


习题. 

1. 求使函数 z / sin ^具有以点 ^o = 0 为中心的泰勒级数表示的最大圆盘的 
半径 • 

2. 设函数/在整个平面 C 全纯.证 明：⑷ /为偶函数当且仅当它以勿= 0为 
中心的泰勒级数只含有 z 的偶 次幂； （ b ) 在实轴上取实数当且仅当 f ( z ) = J ( z ). # 


我们给出定理1的一个简单推论. 

柯西不等式. 设函数/在闭圆盘！7 = {\ z - z 0 \ ^ r } 中全纯，并且它的模在圆 

、= dU 上不超过常数 Af . 于是 以卻为 中心的/的泰勒级数的系数满足 

| cn | ^ M / r n (n = 0, ⑷ 


证明 • 


由公式 （3), 考虑到对于所有<： e 7 r •有 |/( C)I < M , 于是有 


jCnl ^ 


1 M 

2丌 r n+1 


2丌广= 



n 


习题•设尸⑷为 n 次多项式.证明，如果当 M = 1时有 \ P ( z )\ < M , 则对任 

意之 ， M 彡 1 成立 \ P ( z )\ ^ M \ z \ n . # 

从柯西不等式可推出一个有趣的结果. 

定理 2 (刘维尔) 如果函数/在整个平面 C 全纯且有界，则它为常数 • 


①这个定理是由柯西1831年在都灵提出的，他的证明首先以手稿形式出现在意大利，而于 18 M 
年在法国发表，柯西没有表明级数的逐项积分的可行性,这便引起了切比雪夫 （ n . JI . HeGumes ) 
在他1844年的著作中评说这样的积分可能“只在特殊情形成立” • 

®J. Liouviili (1809—1882), 法国数学家.实际上这个定理是柯西在 1844 年证明的，而刘维尔只 
证明了它的特殊情形（发表于同年)，这个不恰当的命名出于刘维尔的一个学生，他在刘维尔的课 
上知道了这个定理. 
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证明. 由定理1，在任意闭圆盘 Z 7 = {| z | < fl }， 丑 < OO 上，函数/由泰勒级数 
表示为 

oo 

f{ z ) ~ Cn2 n ， 

n=0 

其系数不依赖于 H . 因为/在 C 上有界（假定 \f(z)\ < M ), 则由柯西不等式，对 
于任意 n = 0，1，...我们有 | cn | 彡 M / R n . 而这里的丑可取得任意大，因此对于 
TI = 1,2, •••， 右端在 — * OO 时趋向于0，但左端不依赖于丑，故 Cn = 0对于 
n = 1,2, ••- , iAM f(z) = cq. □ 


因此，函数的两个 性质： 在整个平面 C 全纯以及有界只能在平凡的函数（即常 


数）上同时实现. 


习题.证明在整个平面 C 上全纯的函数/具有下列 性质： 

(1) 设 M(r) = max l2(=r \f(z)\; 如果 M(r) ^ Ar N + B, 其中 r 为任意正数，而 

A , B , N 为常数，则/为次数不超过 W 的多项式. 

(2) 如果/的所有的值均位于右半平面，则/恒等于常数. 

(3) 如果 lim^—oo f(z) — oo, 则集合 {« € C : f(z) — 0} 非空 . # 

刘维尔可以叙述为如下形式： 


定理 如果函数/在整个闭平面 C 全纯则其为常数. 


证明. 




数/在无穷远全纯（参看第6小节的最后部分）意味着 


Hz ) 


存在且有限.由此 得到， /在无穷远点的某个邻域 {W >丑}内有界.在平面的其余 
部分 {| z | 彡 /?} 它作为在闭有界集上的连续函数故有界.因此/在 C 上有界，而由 
于它在此处全纯，故由定理2, /= 常数. □. 

习题.证明，任意在点2 = 0全纯的函数/，如果满足恒等式/(2) = /( k ), 则 
为常数 . # 

定理1断言任意在一个圆盘上全纯的函数在此圆盘上可以表示为收敛的幂级数 
的和.我们现在想要证明，反过来，任意收敛幂级数的和是一个全纯函数.为此我们 
回忆由分柝课程知道的幂级数的一些性质. 


引理. 如果幂级数 


^2c n (z-a) n 

n=0 


⑹ 


的项在某个点 zoec 有界，即 

\cn{zo - a) n | ^ M (n = 0 ， l ，...）， （ 6) 

则这个级数在圆盘[/= {z: |z-a| < \z 0 -a\} 中收敛，并且在每个闭包紧子集 K (sU 

上它绝对且一致收敛. 
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证明. 可以假定 Zo / a ， 即 1^0 - a | = ^? > 0. 否则 C / 为空集.设集合 K ^ U , 
于是对于任意点 zeK 有 

z — a\/p ^ q < I 

(图 42). 故而对于任意点2 e K 及对于任意的 n = 0,1，…我们有 

\ cn(z - a ) n | ^ \ c n \ p n q n . 

然而按照条件 （6)， | Cn | p - < M , 于是对任意 2 e 尺， 级数 （5) 被收敛几何级数 
M 5：^=0 Q n 控制，从而意味着在 K 上一致收敛. 



图 42 


引理的第二个断言得证，而第一个可由第二个得到，这是因为任意点 ? eu 被 
包含在某个圆盘 {|z — a \ < p f }, \ z f — a | < 〆 < p ， 它紧闭于 C /. □ 

定理 3 (阿贝尔) ①. 如果幂级数 （5) 在某点 zo e C 收敛，則该级数在圓盘 
C / = { z :|2- a |<| zo - a |} 中收敛，并且在 f / 的每个紧子集上它绝对并一致收敛. 

证明.因为级数 （5) 在点 z 0 收敛，故对应的数项级数的通项 Cn ( zo ~ a) n 趋向 
于 0. 然而任意收敛序列必有界，因此满足引理的条件，由此引理得到定理的两个 
断言. □ 

柯西阿 达马公式设给出了幂级数 （5) 及 

lim \ Ac ^\ = (7) 

71—^00 it 

其中 0彡丑彡 oo (我们假定 1/0 = 00 以及 l/oo = 0). 于是在任意满足 \ z - a\<R 
的 A z 级数⑸收敛，而在任意满足 \ z - a\>R 的 A z 发散. 

① 由挪威数学家阿贝尔 （ N. H. Abel, 1802—1829) 在 1826 年发表 • 

©这个公式出现在柯西的 1821 年的工 作中; 他自然未引入上极限的概念,而是谈及“数 W 的 
极限中最大者”.公式的准确形式是由阿达马 （ J . Hadamard) 1892 年在他的博士论文中给出并证 

明的. 
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证明.称 A 是实数序列 a n 的上极限是说： （1) 存在子序列 — A ， 以及 （2) 
对于任意的 e > 0,可以找到指标 AT , 使得对所有的 n 彡 AT 有 + 这时我们 
并没有排除 A = ± oo 的情形，只是当 A = + oc 时条件 （2) 不需要了，而当>1 = -oo 
时将 A + e 换成任意的数（这时，条件⑴自动满足且有 limn^oo a n = - oo ). 在分析 
中已经证明了，任意序列 a n eR 具有唯一的上极限（有限或无穷). 

设0 < 丑 < oo ; 对于任意的 e > 0可以找到数 iV 使得当 n > 时有< 

秦+ £，从而 

| cn(2 - a ) n | < {(‘ + e ) |z — . (8) 

如果 \ z - a \< R , 则可选取 e 如此小使得有（長 + e ) > - a | = g < 1; 于是由⑻看 
出，级数 （5) 的项当 n > N 时被几何级数 f 所控制，从而级数 （5) 当> - a | <丑时 
收敛. 

由上极限的定义条件 （1) 知道，对于任意 e > 0可以找到序列 — 00 ,使得 

〉去 — e ， 从而 

| cn fc ( z - an k - a |} n \ (9) 

如果 \z - a \ > R , 则可选取 e > 0 如此小使得（去 - e ) - a | > 1; 于是，从⑼ 
得出 \ cn k ( z ^ a )〜| > 1，从而级数 （5) 的通项不趋向于0,即当 \ z - a \> R 时该级数 

发散 • 

我们把对情形 丑 = 0 和丑 == oo 的证明留给读者去 完成. 口 

定义.幂级数 （5) 的收敛区域是指集合 E 的开核（即其内点集合 ） 吴，其中 E 
是该级数的收敛点 zeC 的集合. 

定理 4. 幂 级数⑸的收敛区域为圆盘 {\ z - a \ < R }, 其中是柯西-阿达马 
公式 （7) 所定义的那个数. 

证明.由前面的断言知道，级数⑻的收敛点的集合五是圆盘 {\ z - a \ 〈坶再 
加上圆 {| z - a \ = R } 的某些点的集合（可能为空集).因此开核 I ?为圆盘 {\ z - a \< 
R}. □ 

称刚刚证明存在了的（开）圆盘为幂级数 （5) 的收敛圆（盘)，而数 K 为收敛 
半径. 

例 1. 级数 

( a ) ^( z / n ) n , ( b ) （ c ) (10) 

n=l n=l n=l 

由柯西-阿达马公式知道分别具有收敛半径丑= 00 , 1 ， 0 . 因此其中第一个的收敛圆 
盘为 c ， 第二个为单位圆盘< 1}，而第三个则为空集 . # 
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例 2. 由同一个公式看到，所有下面三个级数 

⑷ X ^ n ， ( b ) S zn / n ， ( c ) J2 zn / n2 (ii) 

的收敛圆盘均为单位圆 ^ < l }. k 是这三个级^的收敛点的集合是不一样的. 
级数 （ a) 在圆= 1} 的每点都发散，这是因为当 |z| = 1时它的通项不趋向 0. 级 
数 （ b) 在圆 {| 爿 = 1} 的某些点收敛 （臀 如，在 2 = -1). 级数 （ c ) 则在这个圆的每一 
点上都收敛,这是因为对于任意 M = 1的点 Z ， 级数被收敛的数项级数 Y ： n=l 1/ n 2 
控制 . # 

转向证明幂级数和的全纯性讨论. 

定理 5. 幂 级数和 

f(z) = ^2cn(z-a) n ( 12 ) 

n=0 

在其收敛圆中全纯. 


证明.假定级数的收敛半径丑 > 0,否则无需证明.我们形式地写岀级数的 


导数 




它与级数 1 ncniz - a ) n 有相同的收敛与发散性，而因为 lim n —oo = 

lim n — oo v^T, 故 （ 13) 的收敛半径也等于兒在圆盘 U = {\ z - a \ < R } 的紧子 
集上级数 (13) —致收敛，从而函数 p 在此圆盘上连续. 

按同一个理由，级数 （13) 可以沿任意三角形 △ € C ； 的边界逐项 积分： 

x dz = 0 



(由柯西定理右端的所有积分均为0,这表明左端的也为 0). 于是，可应用16小节的 
定理3以及在它之后的注解，从而函数 



(我们又一次利用了一致收敛性） 在每个点 z e 1/ 有导数,它等于 ip ( z ). 那么函数 

f ( z ) = Co + 

便在每点 zeu 具有导数 r(z) = ip(z). 



21. 全纯函数的性质 

我们给出幂级数和的全纯性定理的几个推论. 

定理 1. 任意函数 /€0( D ) 的导数在区域 D 全纯. 


证明.对任意点 z 0 eD 我们构造一个属于 D 的圆盘 - 2 0 | < 由 
20小节的定理1知，函数/可在此圆盘上表示为幂级数之和.根据20小节的定理 
5知，导数尸=#有在此圆盘上收敛的幂级数表示.所以可以再次对 p 应用定理5, 
这意味着 p 在复分析的意义下在1/可微. 口 

由此定理可直接推导出原函数存在的必要条件,对于原函数我们已在第16小节 
讨论过 • 

推论. 如果连续函数/在区域 D 中有原函数 F ， 则/在中全纯 • 

反复应用定理1可得到 

定理任意函数/ € O ( D ) 在 D 上具有所有阶的导数，而且也都属于 0( D ). 

下一个定理断言函数在给定中心的幂级数展开式是唯一的. 

定理 2. 如果函数/在圆盘{|2-2 0 | <丑}上表示为幂级数之和 

f { z ) = y ^2 cn { z - z 0 ) n i 

n=0 

则这个级数的系数 • 一 一地由公式 

n f in ) ( zo ) . n 1 . 

Cn = — —y —( 几 = 0, 1 ，…） 

定义. 


( 1 ) 

( 2 ) 


证明 •在⑴中令 2 = 20 ,我们得到 f ( z 0 ) = CO . 对级数⑴逐项取 微分： 

f ’( z ) = Cl + 2c 2 (z - z 0 ) + 3c 3 (z - Zo ) 2 + …， 

然后代入 z — zq 求得 f ^ zo ) = ci . 对⑴取微分 n 次： 

/⑻ ( Z ) = nlCn + Ci(z - Zo ) + C^(z - Zo ) 2 + ••• 

(我们在此没有写出系数的表达式)，再次令2 =邮得到 n!Cn = f ^( zo ). □ 

定理2经常叙 述为： 任意收敛的幂级数是它的和函数的泰勒级数. 


习题. 已知微分方程 dw/dz = P ( z , iy ), 其中 P ( z , w ) 为变量 2 和 it ; 的多 项式. 
证明，此方程在点 aec 的邻域中最多只有一个全纯解/，满足 /⑷= b ，其中 b 为 
事先给定的 . # 
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比较在公式 （2) 中求得的 Cn 的值与在第 20 小节用公式 （3) 计算出的原来的值， 


我们得到了对于全纯函数的导函数的表达式： 


f (n) M 


n \ 


2m 



/m 


7r 


(c - 卻) n+1 


(n = 1，2, …）. 


⑷ 


如果 / 在区域全纯，且 G € D 为一个边界由有限条连续曲线构成的区域， 
并且使得 z 0 e G ， 则利用在围道的同伦形变下轵分的不变性，我们可以在最后面这 


个公式中以定向边界替换 


/ ㈨ ⑷ 


" Yr . 


于是我们得到了全纯函数的求导数的柯西 公式: 




/(CK 


2tti J dG (C - 2) n+1 


(n 




1，2,…） 


(5) 


(我们将％替代地记成^并假定 z e G ). 
这些公式可以由柯西积分公式 


f(z) 


2 m 



dG 


/(CK 


通过在积分号内对参数 2 的微分得到.我们的这种间接的讨论让我们避免了这种微 
分合理性的证明. 


定理3 (莫雷拉) ①. 如果函数/在区域 D 中 连续， 且它沿任意 三角形△运 D 
的边界的积分等于0,则/ € O ( D ). 

证明.对于任意点 a e D , 我们构造一个圆盘 U = {\ z ~ a \ < r } C D . 函数 

F ( z ) = f [a 2] /( C)rfC 在 C / 中全纯且在每点 2 € [/有 f ⑷ = /⑷ （参看16小节定 

理3随后注).根据定理1，/在 C / 中全纯，从而/在每点 aeD 的全纯性得证. 

□ 


注.莫雷拉定理是在16小节中所叙述的柯西定理的逆，在那里的柯西定理说 
的是，区域 D 中的全纯函数沿任意三角形 △ (§ D 的边界的积分等于 0. 但是 
在莫雷拉定理中引进了函数/连续性的附加条件.这个条件是实质 性的： 举例来说， 
对于一个这样的函数，它除了一点外在 C 上处处为0,而在这一点为1，那么在任意 
三角形边界上对它的积分都 是零； 然而这个函数不是全纯的，因为它甚至都不是连 
续的 • 


在莫雷拉定理的条件中没有包含任何可微性的 要求： 从现代函数的观点看，称 
满足定理条件的函数为柯西-黎曼方程组的广义解.依照这种观点，这个定理所断言 
的是，该方程组的广义解就是满足它的经典解，即具有连续的偏导数. 

习题. 设函数/在圆盘 C / = {M < 1} 连续，且除了点-1和1外为 全纯; 证明， 
/€ O(D). 

作为结论，我们对函数在一点全纯性的不同定义的等价性给一个 小结： 

定理 4. 以下三个断言等价： 

① G. Morera, 意大利数学家，于 1889 年证明了此定理- 
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( R ) 函数/在点 a 的某个邻域中 C - 可微； 

( C ) 函数/在点 a 的某个邻域 f / 中 连续， 并且它沿每个三角形 △运 C / 的边界 
的积分为零； 

( W ) 函数/在点 a 的某个邻域中可展开为收敛的幂级数. 

这三个断言反映出在构建全纯函数理论中的三个概念.通常称满足条件 （ R ) 的 
为在黎曼意义下的全纯，条件 （ C ) 的为柯西意义下的全纯，而条件 （ W ) 的为魏尔斯 
特拉斯意义下的全纯 

蕴含 ( R )=> ( C ) 已在柯西定理中证明 （16 小节)， ( C )=> ( W ) 在泰勒定理中已证， 
( W )=^ ( R ) 在对于幂级数和的全纯性定理中证明. 

最后我们还要给一个 


注.我们可以验证，函数/在圆盘伽 - a \< R } 中可表示为收敛幂级数和的 
形式是它在此圆盘中为全纯的充分必要条件.但是幂级数在收敛圆盘边界点上的收 
敛性与级数和在这些点上的全纯性没有 关联. 容易通过简单的例子对其验证. 

事实上，我们写出几何级数展开式 

1 °° 

士 S ，， ⑹ 

它 在圆盘 < 1} 中收敛.在圆 {| z | = 1} 上的所有点级数 （6) 发散，这是因为它的 
通项不趋于 0. 但是这个级数和在该圆上，除了 z = 1外，全都全纯.另一方面,级数 

E S = /(-) ⑺ 

在收敛圆盘的边界圆{卜| = 1} 的^点均收敛，这是因为它被收敛的数项级数 
控制.但是因为它的导数 f ，( z ) = 当2沿实轴趋向1时它无限增大，故而 

和函数/不可能在 Z ==1 全纯. 


22. 唯一性定理 

定义 1. 任一使函数/为零的点 a € C , IP a 为方程/⑷= 0的一个根，称该 
点为函数/的零点. 


在实分析中，可微函数的零点集可以有极限点，并在该点仍旧可微（例如，对于 
数 f ( x ) = ^ sinCl / x ), x = 0 便是这样的点).在复分析中情形则不是如此：全纯 
函数的零点必定是孤立的，他们仅在该函数全纯区域的边界上才可能具有极限点 @ . 
这个事实可以表达为 


① 这些称呼大体上反映了事情的实际状况 （参 看第19小节末尾，以及后面的27小节和40 

小节). 

② 注意，函数/⑷= z 2 sin ( l / z ) 不在点 z = 0全纯,这是因为当按某个方向 2 — 0时（譬如平行 
于虚轴的方向 ),8 in ( l /^ 比 1 A 的任意阶都更快地趋向于无穷. 
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定理 1. 如果点 a 是在该点全纯的函数/的零点，且/不在 a 的任一邻域中 
恒等于零，则存在这样的自然數 n 使得 

/⑷ = (z- a) n if{z) y ⑴ 

其中函数 p 在点 a 全纯并在该点的一个邻域中不取零. 

证明. 事实上，/在点 a 的某个邻域中可展开为幂级数.因为 /( a ) = 0,故该 
级数的自由项等于0,但不可能它的所有系数全为0,否则就会在 a 的某个邻域中 
/ = 0. 因此可以找到具最小序号的非零系数，以 n 记此指标，从而展开式有形式 

f(z) - Cn(z - a) n - I - Cn + 1(2 - a ) n+1 + …， Cn 一 0. (2) 

以 

v ?( z ) = c „-|- c n + i ( < 2 ：- a)H - 

为级数和，这个级数在点 a 的某个邻域中收敛，从而在这个邻域中全纯.因为⑷= 
On / 0,故由这个函数的连续性知，在 a 的一个邻域中 cp ^ O . □ 

定理2 (唯一性) 如果两个函数八，/ 2 € 0{ D ) 在集合五中相同，而五至少 
有一个属于 D 的极限点 a ， 则在整个 乃上 八=/ 2 . 

证明. 令函数/ = /i - / 2 G O ( D ); 可以证明在 D 中/ = 0,即集合 F = {ze 
D : /⑷= 0} D 五与重合.极限点 a 是/的零点（由于/的连续性).根据定理 
1，在 a 的一个邻域内函数/ = 0,不然的话,这个点便不可能是/的零点的极 限点. 

因此，集合 F 的核 > (即它的内点集）非空：它包含了点^按构造， f 为开，但 
它同时也闭（相对于区域 D 的拓扑).事实上，如$ & e 乃是芗的极限点，则由同一 
个定理1知， 在点 b 的某个邻域 f s 0,即6 €炎由于按区域的定义 D 连通，故 
根据第4小节的定理2,我们有 F = D . □ 

这个定理也指出了函数的全纯概念与在实分析意义下的可微性概念实质上的不 
同.事实上，两个无限可微的实变函数可以在部分定义域上重合而不恒同.然而所证 
明的定理表明，两个全纯函数只要在任意一个在它们全纯的区域中还有一个极限点 
的集合上重合（譬如属于区域的一个小圆， 一 段弧）时，则在整个区域恒同. 

习题 • 证明如果/在 z == 0的一个邻域全纯，则可以找到一个自然数 n ， 使得 
/(1/n) / (-l)Vn 3 # 

我们还注意到，利用唯一性定理还可以简化定理1的陈述.就是说，函数/不 
在 a 的任一邻域中恒等于零这个条件，可以换成 条件: 它总体不恒为零（根据唯一性 
定理这两个条件是一样的). 

由定理1可看出，全纯函数像 （2 - a ) 的整幂那样地变成 0. 

①这个定理属于黎曼 （1851 年）见后面的40小节. 
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定义 2. 在点 a € C 全纯的函数/在 a 为零的阶或重數是指使导数/⑻ ( a ) 不 
为0的最小数 A :. 换句话说，称点 a 是/的 n 阶零点是说，如果 

/( a ) = ... = /(- 1 )( a )=0, / ( n ) ( a )/0 (n ^ 1). ⑶ 

由泰勒级数的系数公式 Cjfc = 看出，在点 a 取零的阶等于在该点函数的 

泰勒展开式的最小非零系数的指标，即在定理1的公式中所涉及的数 n . 唯一性定 
理指出，不恒等于零的全纯函数不具有无限阶零点. 

相似于对于多项式所做的，可以借助于除法来定义零点的阶.即成立 


定理 3. 全纯函数/在 a e C 的零点阶等于幂 (z - a) k “ 除尽” /的最高阶， 这 
里“除尽”的意思是说，分式(连续延拓到点 a 之后）成为在点 a 的全纯函数. 

证明.以 n 表示 a 的零点阶，以 JV 表示二项式> - ( I )除尽/的 M 髙阶.由公 
式 （1) 看到，/被所有阶 k ^ n 的该二项式 除尽： 


/⑷ 


(z — a) k 


(z-a) 


咖) 


因此 n . 设/被卜 - a 广除尽，即分式 



/⑷ 

(z — a) N 



是在点 a 全纯的函数.将0展开成 （z -幻的幂级数，我们发现/在以 a 为中心的 
泰勒展开式是以不低于 TV 的幂开始的.因此 n > 结合前面所得不等式，我们得 
到 iV = n . □ 


例.函数 /( z ) = sin 2? - z 在2 = 0有 一 个三阶零点.事实上，我们有/⑼= 
/'⑼=/〃⑼= 0,而/ 〃'⑼ # 0. 这也可由展开式看出： 


f ( z ) = sin z — z = 




注•设 / 在无穷远点全纯且在那里等于0;称函数= /( i ) 在2 = 0的零 
点阶为函数/在无穷远点的阶.如果代替除以 (z - a ) k 而考察乘以 = 

那么上面已证明过的定理对于 a = oo 的点仍然成立. 



零点的阶的概念可以推广到全纯函数的 A - 点， 称点 a e C 为函数/的一个本 
是指/⑷= A 设函数/在点 a 全纯，且 a 为函数/的 A 点； 称函数/⑷- A 在 a 
的零点阶为函数/的 A - 点 a 的阶. 


23. 魏尔斯特拉斯定理和龙格定理 

在实分析中我们已知，级数的逐项微分要求级数在某点的收敛性以及导数级数 
在该点的一个邻域上的一致收敛性.在复分析中情形则被简化.成立 
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. 定理1 (« 尔斯特 拉斯)① .如果 

f ( z ) = 以 ⑴ 

71=0 

为函数项级数，其中每个函数在区域 D 中全纯，而级数在该区域的任意紧子集上一 
致收敛，则 

(1) 该级数的和在乃中 全纯； 

(2) 该级数可在 D 中每点逐项微分任意次. 


证明.设 a 为 D 中任 一点； 构造圆盘 r 


{\z-a\<r}^D. 因为级数 （1) 由 


定理的条件在上一致收敛， 而它的项在 C / 上连续，故它的和函数 f 在 U 上连续. 


以7表示任意三角形 
沿7逐项取积分： 


C 


的定向边界.由于级数⑴在7上一致收敛，我们可以 


fdz 


7 


£/ 


fndz 


但因为/„在 C / 上全纯，故由柯西定理，右端的所有积分全都为0.从而/沿7 
的积分为 0. 我们可以应用莫雷拉定理，按照它得出 f 在 U 中全纯.断言 （1) 得证. 
为了证明（2)，再次取任意点 aeD y 并构造圆盘 U={\z-a\<r}(^D, 又记 


7 r 




为了证明 （2)， 再次取任意点 aeD y 并构造圆盘 U 
dU 为圆 {|z ~a| = r}. 根据柯西公式,对于导数有 


/⑷⑷ 


k\ 

2m 



f(z)dz 


(z — a 产 + 1 






1，2,…） • 


( 2 ) 


由于级数 


f(z) 

(z- a )^ 1 




fn( z ) 


(z- a) k + l 


⑶ 


的一致收敛性（它与⑴相差一个因子，而该因子的模对所有 ze ^ fr 等于+)，我 
们可以将 （3) 代入积分 （2). 将公式（ 2 )应用到函数 / n ， 我们便得到了 


/ ㈨ ⑷ 


E 


A:! 


o 


fn ( Z)dz 

(2 — a ) fc+1 


I ： fi k) M 


0 


断言 （2) 得证 • 


□ 


习题. 解释为什么级数 EZi 不能逐项微分 • # 

在分析中由多项式组成的级数起着特别的作用.根据魏尔斯特拉斯定理可以验 


证，如果多项式项级数 


/⑷ 




⑷ 


0 


在某个区域的每个紧子集上一致收敛，则它的和 f 在 D 中全纯 • 

①这个定理由 K . T . W . 魏尔斯特拉斯在1841年证明的，是在他的明斯特 ( Muster ) 笔记中的一 
篇 （参看 下面的24小 节)， 但在1894年才 发表. 
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反问题即用对在一个区域乃中全纯函数逼近对实用是很重 要的； 通常使用的是 
以多项式序列进行逼近，并要求这个逼近在 d 的每个紧子集上是一致的.我们来准 
确地提出关于以多项式一致逼近 问题： 

设给定区域 DCC 及函数/ E O ( D ), 要求对于任意集合 K ^ D 及任意 e >0 
构造多项式 P ( z ) 使得 

II /- P\\k = sup \ f ( z ) - P { z )\ < e . (5) 

z^K 

这个问题等价于构造一个多项式项级数 E ~=0 Pn , 使得它在区域 D 的每个紧子 
集上一致收敛于/的问题.事实上，如果构成了那样的级数，则它的具有充分大指标 
的部分和便能满足问题的要求.为了证明这个反问题，我们要利用一个关于紧穷竭 
的引理： 

引理. 对于任意区域 DCC , 可以构造一个紧穷竭，即一个那样的（在^拓扑 
下的）闭子集序列尺 n , 使得 

K \ C K2 C • • • C K n C •.. ， (6) 

同时， 所有 CD 且每一个点 zeD 属于从某个指标开始的所有 (D = U ~=1 ^ n ). 
证明. 可以取集合 

K n = {z e D : \ z \ n , p ( z , dD ) ^ 1/ n }, 

作为仏，其中 p ( z , dD ) 为点 2 到 D 的边界的距离，而 n = 1，2,…（图 43). □ 



图43 


注，固定 D 并以仏记核 A 的含有 zo 的连通开分支（从某个 n = n 0 开 
始全不为空).于是我们得到区域 D 的一个紧穷竭 

Gi 叵运 • • • 运 Gn 运 • • . ， (7) 

另外，所有 Gn € D 且 D = LCn . 

因为函数 p(z,dD) 满足利普希茨条件，即对于所有 〆，， e D 我们有 

\p{z\dD)-p{z > \dD)\^\z , -z ， X 

故区域的边界由有限条可求长曲线组成.进一步,用有限个具足够小半径的圆 
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盘覆盖 5 n ， 我们可以构造出一个区域的序列 G ；， 使它的每个开集具有逐段光滑的 
边界,并且是 D 的紧穷竭. 

最后，我们注意到，如果区域 D 是单连通的，则它的紧穷竭也可以假定为单 
连通的. 


回到中断了的讨论.利用此引理不难证明，如果对区域0中以多项式一致逼近 
问题可解，则在其中的任意函数/ S O ( D ) 可以用在每个 K ^ D 上一致收敛的多项 
式项级数表示.事实上，构造一个像引理中那样的紧穷竭 D = IXU 心,并构造多项 
式序列使得 

|[/-Pn||K n <l/2 n (n=l,2,..*)- ⑻ 

于是级数 ⑴ 

Pl^) + f^lPn- h l(z)-P n (z)] ⑼ 

n=l 

即为所求.事实上，它的第 n 个部分和等于 Pn , 故而由 （8) 它在每个 K ^ D 上一致 
收敛于/ (每个 K 运 D 从某个指标开始属于所有的 Kn , 从而如果 n 充分大，则对 

于任意6>0有 ||/ - Pn\\K < £). 

如果区域 D 是圆盘 U = {\ z - a \< R ], 则所提问题可利用中心在点 a 的函数/ 
的泰勒级数解答： ^ 

P n (z) = /(a) 4- f’(a、(z 一 a) + . • • + ’ n !(^*)( z — a )' (10) 

事实上，我们已知/在1/中由泰勒级数表示，而且这+级数在 t / 的紧子集上一致 
收敛. 

但是幂级数只在圆盘中收敛，所以泰勒级数的这个多项式对于具有更一般形状 
的区域上函数的逼近不合适.在单连通区域上函数逼近问题有如下解答： 

定理 2 (龙格) ①. 设函数/在单连通区域 DCC 上全纯， K 为 D 的任一紧子 
集.于是对于任意 e >0 可以找到多项式尸，使得 

\\ f - P \\ K < e . (11) 



我们显然有 
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(14) 


因为两个变量 （和 2的复变函数_在四维空间（2,0中的紧集 K x 7 ®上连续， 


于是它在其上为一致连续.因此对于任意 £>0 可以选出足够小的 >，使得对于所 
有 C G >和所有的2 €尺有 |劈 _ $ < 己 将此估值代入 （14), 得到 


11 /^ 



其中 |7 l 表示7的长.这便证明了用形如 （13) 的有理函数逼近/的可能性. 


还需要证明任意形如 （13) 的函数可以在 K 上被多项式一致地 逼近. 为此只需 
证明，在 K 上函数 1/( C , - z ) 可以被多项式一致逼近，其中 G 为任意点•我 

们将证明得更多一 点：设 C 为那样的区域，使得 A ： @ G ?' 运 G 并使补集 △ =亡\ 5^ 
连通 ®; 于是集合 

E =( aeA :— 被多项式在 K 上一致逼近} 

a — z 1 


与 A 重合. 

集合五非空，这是因为它包含了 K 位于其中的圆盘 {W <丑}的外部、事实 
上，对于任意 tx，W >丑，函数 2) 在{|勾彡丑}上全纯，从而在此圆盘自身 
上（即在 K 上）被中心为2 = 0的泰勒多项式一致逼近.集合五为闭（在 △ 拓扑 
下)，这是因为如果点序列 a n eE 收敛于某个点 a 6 A , 则函数序列 l /( a n - z ) 在 K 
上一致收敛于 l /( a ~ z ) (当 a = oo 时后者需要换成恒为零的函数)，而由于所有的 
l /( a n _ 2 )在 K 上均被多项式一致逼近，故 l/(a - 4也是.然而与此同时丑也是 
开的: 设 ao €五，而 a 为圆盘 ||a - fl 0 || < inf , € K ： |ao - z \ 中的任 一点； 我们有 

1 1 1 _ (a 。 一 a) n 

并且此级数在尺上一致收敛，而因为 l /( a 0 - z ) 因而 l /( a 0 - z) n ^E K 上被多项式 

一致逼近，故这个级数的部分和也是如此，即 a € [ 

因此, E 为连通集 △ 的非空的同时为闭与幵的子集，从而根据第 4 小节的定理 

2得到 Ed □ 


注.实质上，同一个方法可证明，在连通补集的任意开集 H (不必连通）上的任 
意函数/，可以被多项式在每个 k c a 上一致逼近（证明的第二部分完全不变；在 
第一部分需要构造开集 C 7 使得 KmG <^ Q , 且边界7 = ^由有限条逐段光滑曲线 
组成并注意到，公式 （12) 可推广到这种情形 .） 

另一方面，对于在多连通区域上以多项式逼近全纯函数的问题，一般说来，没有 

① >1 x B 表示集合 A 与丑的积，即所有偶对 (0,6) 的集合，其中 a e 乂， 6 €厌 

② 这给区域 C 可根据所证的引理及 G 的单连通性 构造. 


第二章全纯函数的性质 


解.原因以后再解释（参看36小节). 


习题. 证明，函数/⑷ 




2在单位圆 {M 


1} 上不能被多项式一致逼近 . # 
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泰勒级数对于表示在圆盘上的全纯函数是适当的.在这里我们要考虑具有 


a ) 正幂和负幂的级数.这样的级数表示了在同心圆环 


V — {z G C : r < \z — a \ < /?}， 


彡0 ， R oo 


上的全纯函数 • 

特别重要的是在内半径为零的圆环，即有孔邻域上的函数展开式.这个展开式 
可以让我们研究在那些丧失全纯性的点（奇点）的邻域中的 函数. 


24. 洛朗级数 


定理 


(洛朗)①.任意在圆环V 




{ r <\ z - a \< R } 上全纯的函数/在此圆环 


上可表示为收敛级数 


/⑷ 


Y1 〜(卜 a ) n ， 


⑴ 


71 


的和，系数为 


Cn 


J_ f /(CK 

2 tt * J {\ z ^ a \= p } (C - a ) n+1 


(n = 0, 土 1, 土 2 


• • 


)， 


( 2 ) 


其中 r < p < R . 


证明. 固定任意一个点 zGV 并构造圆环 W 




{C ： r r < |C - a| < R f } 使得 


z 6 W 廷 V (图 44). 由柯西积分公式我们有 


fM 


r 歷 c 

Jdv ， C 一 


2 ?ri 


r f 


其中圆 P 




{|C~a| 




H ，} 与 Y 




(IC-a| 


HQdC i f 

(y — z 2m Jy 

逆时针定向. 


y 


/(cw 

C ~ z 


y 


⑶ 


对所有 c e r 我们有 


z—o 


q < h 所以几何级数 


C 一 之 


(C-a) (l-fE?) 


V (Z - a) n 

h (c - a ) n+1 


对 c 在 r 上绝对并一致 收敛. 对它乘以有界函数 2^/(0 (这不破坏一致收敛性）并 
沿 r 逐项积分，得到 


2 ni 






OO 


yZ ° n( Z - a ) n ， 


⑷ 


n =0 


①这个定理是魏尔斯特拉斯在他的明斯特笔记（18 4 1年）中证明的，而在 I 894 年才发表.1842 

年法国工程师，数学家洛朗（丄 Laurant , 1813—1854) 发表了它. 
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图44 


其中 

^ = i X (打= 0’1， …). （5) 


在公式 （3) 中的第二个积分需要不同的分解.当所有 C €7 ； 时我们有= 
91 <1,所以我们得到在 7' 上绝对且一致收敛的几何级数 Z ° 


C ~ z 


(2 — a) 


z—a 


(C - a) n ~ 

^ (…) n 


还是乘以有界函数士并沿 7 ' 逐项积分，得到 


2iri 





f -m 





dn 


其中 


n=l 






d n 


2ni 



/(C)(CH (71 = 1,2,...). 


/ 


⑹ 

⑺ 


我们注意，现在在公式 （6) 和 （7) 中指标 n 遍历值 1,2,..., 指标 - n 遍历值 
- 1 ,- 2 , •• (什么也没有变)，并记① 

— d~n = 2 ^ J f /(C)(C ― Q-) _n_1 dC (n = —1, —2, • • •) : ⑻ 

于是展开式 （6) 具有形式 7 


_L [ /(c ) 成 

2m Jy ( — z 


— OO 

= c n(2-a) n . 
n=_l 


( 6 ，) 


现在在 （3) 中代人⑷和 （60; 我们得到了所需的展开式 （1): 

/⑷= E - oc c n ( z - a ) n , 这里的级数定义为级 数⑷和 （6') 的组合.还要注意， 
根据柯西关于同伦的定理 （17 小节)，同上,在公式 （5) 和⑻中圆 r 和 Y 可以换作 
任意的圆 {1 C _ a | = P }， 其中 r < p <况于是这些公式有 （2) 的形式. □ 

定义. 称系数由公式 （2) 计算的级数 （1) 为函数/在圆环 V 中的洛朗级数.称 
这个级数非负幂项部分为它的正部，而具负幂项的部分为它的主部（该称呼的自然 


①请注意，到此为止还没有用过具有负指标的 Cn. 
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性将在下一小节解释). 


考虑 （Z - CI ) 整幂级数的基本性质.像上面那样,我们定义这样的级数 


为级数 


的组合. 


oo 



Cn(z - a) n 


(El): 5Zcn(z-a) n 


和 





Cn(z - a) n 


⑼ 



级数（仏）是通常的幂 级数; 它的收敛区域为圆盘 {\z-a\<R}, 其中数 H 由柯 
西-阿达马公式定义 


4 = lim ^/\cn\. 

tx n—oo 

(11) 

级数 （ e 2 ) 代表了对变量 z = ^ 的幂 级数： 


oo 

( E 2 ):^ c _ n Z -. 

(12) 


因此它的收敛区域是在圆盘外部 {\z-a\~> r }, 其中根据用于级数 （12) 的柯西-阿达 
马公式，有 

r = lim y/\c^ n \. (13) 

n—^oo 

数 i ? 不一定大于 7*, 因为级数 （9) 的收敛区域可能为空.但是如果 r < /?，则级数 （9) 
的收敛区域就将是圆环 V^{r<\z-a\<R}. 我们注 意到， 级数 （9) 的收敛点的集 
合可能在某个属于的点集上与 V 不同. 

由阿贝尔定理知，级数 （9) 在圆环 K 的任意紧子集上一致收敛，所以再由魏尔 
斯特拉斯定理知它的和在 V 中全纯. 

由此注解立即得到函数在所给圆环上展成正与负幂级数的唯一性 定理： 


定理 2. 如果函数 / 在圆环 V = {r<\z-a\<R} 由级数 （ 1) 表示，则这个级 
数的系数由公式 （ 2) 表示 . 


证明.取圆 7 = ( I 2 _ a l = p }^ r < p < R . 级数 

c fc (2 - a) k = f(z) 

/c= —CX) 


在其上一致收敛，而且这个性质在两边同时乘以任意幂 （2 - a )— 1 
±2, .. •) 仍保持 不变： 


OO 

E 




f(z) 

(z- • 


(n = 0, 土1， 


对所得级数沿 7 逐项积分: 



f(z)dz 
(z — a) n+1 ? 
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并利用幂的正交性性质 （15 小节)，左端的积分除了 k = n 那一项外全都为0,而那 
一 项等于 27 Ti . 我们得到 


2TriCn = 



(n = 0, 士 1，…）， 


而这同于⑵. □ 


定理2也可以这样陈述：任一 （2 - a ) 的正幂和负幂的收敛级数是它自己和函 
数的洛朗级数. 

洛朗级数的系数公式 （2) 在实际中很少使用，这是因为这要进行积分计算.根据 
已证的对于所得到的洛朗级数的唯一性定理，可以使用任何有效的方法：所有这样 
的方法都通向同一个所要的结果. 


例.函数 /⑷= { z - d \ z ^ 在圆环 Vi = {0 < W < 1 }， W = {1 < ㈤ < 
2}, V 3 = { 2 < | z | < 00 } 中全纯.为了得到洛朗展开式，我们将这个函数表示为形式 
f ( z ) = 在圆环 K 中这两项以如下几何级数 表示： 



(在 ㈤ < 2收敛)， 


Z 


1 — Z 



Z 


(在 N < 1收敛) 


0 


因此在 b 中函数/可以以级数 

/⑷ 





1- 


0 


2n+l 


2 


表示，它仅包含了正幂（泰勒级数). 


(14) 


在圆环 V 2 中， （14) 的第一个展开式仍旧收敛，而第二个需要以 



(在 M 〉1收敛) 


替换.因而在此圆环中/可以以洛朗级数 



(15) 


表本. 


在圆环 V 3 中，函数表示的第二项在 （15) 的展开式仍收敛，而 （14) 的第一项需 


要以 




^g(f ) (在 w 

n =— 1 


>2收敛) 


替换.从而在 K 3 中有 
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我们注意到，由公式 （2) 定义的洛朗级数的系数，当 n > 0时与泰勒级数的系数 
的积分公式相同®.准确重复在第20小节中，对于导岀泰勒级数的系数的柯西不等 
式的计算，我们得到 

柯西不等式（对于洛朗级数系数). 设函数/在圆环 K = {r < a | < 及}中及 
在圆 lp ^{\ z - a \ = p }, /•</?< 丑上 全纯， 同时它的模不超过常数 Af . 于是函数/ 
在圆环 V 的洛朗级数的系数满足不等式 


| Cn [< M/p 


(n = 0, 土 1, 土2, • • •）• 


(16) 


最后我们注意一下洛朗级数与傅里叶级数之间的 关系. 在区间 [0,2 tt ] C ^ 上的 


可积函数 p 的傅 里叶级 数定义为级数 


do 




2 


+ ^2 ( a n cos Tit 4 - b n sin Tlt) y 


(17) 


其中 


tin 


7T 



2n 


(/?( t ) cos ntdt , 


0 


b n 


7 T 



2n 


(18) 


cp ( t ) sin ntdt (n = 0,1，2,…) 


o 


(我们假定了 6 Q = 0). 这样的级数可以重写为复形式.为此，应用欧拉公式 cosnt 


gtnt * int 


2 


， sinnt = 

clq 


2i 


，并将它们代人 （17) 中，我们得到 






2 


e 


int 



a n 4 - ib 
~ 2~ 


e 


int 





int 


y 


其中置 


a 


ib 


Cn 


Cn 


2 

Oi — ji ib^fi 

2 


2 tt 



2 tt 


ip ( t ) e^ int dt (n = 0,1，…）， 


27T 



2n 


{p(t)e^ %nt dt (n = — 1 , — 2 , • 


0 


从而具系数 




27T 



2 tt 


• if(t)e^ int dt 


(19) 


0 


的级数 




c n e 


int 




( 20 ) 


oo 


是函数 V ? 写为复形式的傅里叶级数 


现令 e “ 


2 ,以及 p ⑷ 


/(#) = / ⑷； 于是级数 （20) 具有形式 

OO 

〜 2 ' 


(21) 


①但是洛朗级数的系数不能用微分公式 






/(-)( a )/ n ! 表示，至少因为一般说来，/在 


没 


有定义. 


而其系数 
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/(eit)e " int ^ = i / 2|=1 /(2) 矣 . （22) 

因此， 函数<^(0, t 6 [0,2 tt ] 的傅里叶级数的复形式是函数 f ( z ) = 挑 其中 
2 = e ^, 在单位圆 {| z | = 1} 上的洛朗级数. 

显然，反过来，函数 f ( z ) 在单位圆上的洛朗级数也是函数 f ( e u ) - ip ( t ) 在区间 
[0, 2tt] 上的傅里叶级数. 

我们注意到，一般说来，甚至在区间 [0 , 2 tt ] 中每点函数 p 的傅里叶级数都收敛 
的情形，对于对应的洛朗级数也可能得到 R = r = l , 故而这个洛朗级数的收敛区域 
为空.只有在函数#上加上很强的限制条件，对应的级数才有非空的收敛区域. 


例. 


设洲= 1-2^0^+^ (M < 1) .令 # = 


f ( z ) = 



— Z 


2 



2 i { z 2 — (a -h 2 -f 1 } 2 i 


2 ,得到相应的函数 



它在圆环彳 M < | 2 | < l /| a |} 中全纯.像前面的例子那样，我们得到它在这个圆环中 
的洛朗展开式 

f^ = Yi^ an (^ 一士 ). 

n=l x y 


再次替换 2 = e “， 我们得到 p 的傅里叶展 开式: 


屮⑴= 

n=l 


a n sin nt . 


# 


25. 孤立奇点 

在这里我们要开始研究那些破坏函数全纯性的点.首先考虑那种点的最简单 
类型. 

定义 1. 称点 a €亡为函数/的孤 立奇点 是说，如果存在这个点的有孔邻域 
(即如果 a 为有限点时其为集合 {0 < |z - a | < r }, 如果当 a = oo 则为集合 {/? < 
N < oo })， 使/在其上为 全纯. 

根据函数/在靠近这种点的性态可分其为三种类型. 

定义 2. 称函数/的孤立奇点 a 为 

( I ) 可去奇点 是说，如果存在有限极限 lim 2 _ a f(z) = A- 

( II ) 极点 是说，如果存在 lim 2 _ a f(z) = oo ; 

( III ) 本性奇点 是说,如果/当2 — a 时既无有限极限也无无穷极限. 

例 1. 所有这三类奇点都是可以实现的.例如函数2和 (sinz)/z 以 2 == 0为可 
去奇点（对于其中第二个可以从以下 看出： 当2 # 0时，成立展开式 

sin z z 2 z A 

■ ■■ ■ ― _■■■_■ = 1 — - 4 ^ — -^ • • • • 

2 U M ， 
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由此得出 lim 2 ^o ^ = 1 ). 函数 l / z n 在点 2 = 0有 极点， 其中 n 为正整数.函数 
e 士以 ; j = 0为其本性奇点，这是因为沿实轴 z — x 趋向0时左右极限不相等（右极 
限等于无穷而左极限为 0); 在沿虚轴 2 = iy 趋向0时函数 J = cos 总体 

上没有极限. 

当然，可能存在非孤立的奇点.譬如，函数在点 2 = 1 /n (n = 土1，土2, • •.） 
有极点，因此2 = 0是它的非孤立奇点：它是极点的极限点 . # 

例 2. 更复杂的关于奇点的例子有以下函数给出： 

f ( z ) = 2 2 ” = 1 + 2T 2 + Z 4 + 2 8 + … • (1) 

n =0 

根据柯西-阿达马公式，级数⑴在圆盘{|均< 1} 收敛, 从而/ 在此圆盘上全纯.当 
沿实轴方向2 — 1时它趋向于无穷®,从而 Z = 1是它的奇点.但是 

f ( z 2 ) : = 1 + 2T 4 + z 8 + … = f ( z ) - z 2 , 

于是/⑷ = + f ( z 2 ) 当沿圆盘半径2 — -1 时趋向于 无穷. 一 般地,对于任意的自 
然数 n 有 

/⑷= Z 2 + …+ + /( z 2 、 

因此，当2沿半径趋向圆上的任意“二进”点2 = e k ^ 2n ( A : = 0,1，... ，2 n - 1) 时 
/趋向于 无穷. 因为“二进”点在圆 {M = 1} 上处处稠密，故对/这个圆的每一个 
点都是奇点.因此，/具有整个一条由非孤立奇点构成的曲线（奇曲线) . # 

孤立奇点 z = a 的特性与函数在这点的有孔邻域中的洛朗展开式的特性紧密相 
关联（我们简短地称它为在点 a 邻域的展开 式). 对于 a 为有限点，这个关联由以下 

的三个定理 表达. 

定理 1. 函数/的孤立奇点 aeC 为可去的当且仅当/在 a 的邻域中的洛朗 
展开式不包含主部： ^ 

f { z ) = 53 ° n(Z - d )' (2) 

n =0 

证明.必要性.设 a 为可去奇点;于是存在有限的极限 f ( z ) = A ，从而/ 
在点 a 的某个有孔邻域{0< | z - a | < R } 中有界(设1/| <从).取任意 p , 0 < p < R y 

并利用柯西不等式 

| Cn | < M/p n (n = 0, 土 l,...). 

如果 n < 0,则当 p — 0时右端趋向于0,左端则不依赖于 p . 因此当 n < 0时 
Cn = 0, 从而洛朗级数的主部不存在 • 

①这个断 言不能 从级数 （1) 在2 == 1发散得到（回忆在 2 1 小 节末尾的注）而要特别的证明：当 

z = X, 0 < X < 1,我们有/⑷ > En=0 ♦ 其中的尺为任意自然数；当 X — 1，右端的和等于 
iV 十1,因此可以找到 6>0 使得当1 - <5 < r < 1时 f ( x )> N ， 因此 f ( x ) = oo . 
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充分性.设在 a 的有孔邻域中函数/的洛朗展开式⑵没有主部.这个展开式 
是泰勒的，从而 


存在且有限.因此 d 是可去奇点. 

注.同样的讨论可证明 


lim f(z) — co. 

z—a 
□ 


定理函数 / 的孤立奇点 a 为可去的当且仅当/在 a 的一个有孔邻域中 

有界. 

将函数/根据连续性延拓到它的可去奇点 a 上，即令 /(a) = lim z _ a f{z\ 我们 
得到了在点 a 全纯的函数（即可去掉奇异性).这表明“可去奇点”这个词的合理性. 
在以后，我们将认为函数的这种点是正常的而非奇异的点. 

习题.证明，如果/在点 a 的有孔邻域中全纯，并在此邻域处处有 Re / > 0,则 
点 a 对于/是可去的 . # 


定理 2. 函数/的孤立奇点 a eC 是极点当且仅当/在点 a 的邻域的洛朗展 
开式的主部只包含有限（非空）多个不为零 的项： 

OO 

/(— E Cn(z - a ) n , N > 0. (3) 

n=—TV 


证明. 必要性•设 a 为 极点； 因为 Um^ a f(z) = oo , 故存在点 a 的有孔邻 
域，/在其中全纯且不取零值.在此邻域中，函数= l/f(z) 全纯，并且存在 
lim 2 ^ a ip(z) = 0 .因此 a 是函数 p 的可去（零）点，并在我们的邻域中有展开式 

v?(z) = })n(z - a) N + - a) N+1 + … (6^ ^ 0). 


于是在这个邻域中我们有 


f(z) 




-— ■ | ■ • ■ ■■■ ■■ 11 ■ ■ 网 ■■ — 

^p(z) (z — a) N bN + bj\f+i(z — a) + 


⑷ 


而且第二个因子是一个在 a 全纯的函数，这意味它具有泰勒展开式 


^ ■- 


bN + — a) + •• 

将此展开式代入（4)，我们得到 


C-7V + C 一 yy+i(2 — a) + 




( e-TV 


f>N 


7^0). 


/w 


C-；V 



C - N+l 


(z - a) N (z - a) N 


+ 


• • • 


+ X^Cn(2-a) n 


n=0 


这是 / 在 a 的有孔邻域中的洛朗展开式，并且我们还看到它的主部只含有有限多 


个项. 

充分性.设/在点 a 的有孔邻域中有洛朗展开式 （3) 表示，其主部只含有有限 
多 个项； 仍设 C _n # 0. 于是/在此邻域全纯，同样函数 if{z) = (z- a) N f(z) 也全 


纯.后面这个函数在我们的邻域中由展开式 


<f(z) = c-n + c_n+i(z — a) + • •. ， 
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由此知道， a 为它的可去奇点并存在 \ im z ^ a ( p ( z ) = c^n ^ 0,于是函数/( 2 )= 
^ p { z)/(z - a 广当 2 a 时趋向于无穷，即 a 是/的极点. 口 

我们还注意到极点与零点之间关联的一个简单事实. 

定理 2\点 a 为函数/的极点当且仅当函数1//， 关 0,且在 a 的邻域中 
全纯及 ^( a ) = 0* 

证明. 必要条件在证明定理2时已证明了， 现 证其充分性.如果# _ 0在点 a 
全纯且 v ?( a ) = 0,则由唯一性定理 （22 小节)，存在这个点的有孔邻域，在其中 V ? 一 0. 
在此邻域中/ = 1/ V 全纯，从而 a 是/的孤立奇点.但 Iim z _*a f{z) = OO, 因此 a 是 

f 的 极点. □ 

所建立的这种关联让我们可以制定 

定义 3. 函数/的极点 a 的阶是指这个点作为函数 W = 1//的零点的阶. 

由定理2的证明看出，极点的阶等于该函数在此极点的有孔邻域内的洛朗展幵 
式的主部首项的指标 iV . 

定理 3. 函数/的孤立奇点 a 为本性奇点当且仅当/在点 a 的邻域中的洛朗 
展 开式的主部包含了无穷多个不为零的项. 


证明 • 这个定理实质上已含在了定理1和 2 中了（如果主部包含了无穷多个 
项，则 a 不能是可去点，也不能是极点；如果 a 是本性奇点，则其主部不会为空，也 

不会只含有限项). □ 


习题.证明，如果 a 是函数/的本性奇点，则对任意自然数 fc ， 当 


― ► 


时 


P k max {[ z . a | = p } \ f ( z )\ 



•勢 


下面的有趣定理对于函数在本性奇点的邻域中的性态作了特征描述 • 


定理3,（魏尔斯特拉斯-卡索拉蒂，索*茨基)①.如果 a 为函数/的本性 奇点， 
则对于 任意数 Aec , 可以找到点序列〜 a 使得 

lim f(z n ) = A. (5) 

n—4 00 

证明.设 4 = 00. 因为根据定理 1'，/ 在邻域{0<|2-4<0不可能有界，故 
在此领域中可以找到点 A 使 f { zi ) > 1. 完全一样地，可以在 {0 < \ z - a \ < | zi - a |/2} 
中找到点 Q 使 f ( z 2 ) > 2,等继续下去，在 {0 < |z - a | < h - a \/ n } 中找到点使 
\ f { zn )\ > fi . 显然有 — ► a 而 lim n — oo f { z n ) — oo . 

①该定理由俄国数学家索 霍茨基 （ K ). B _ CoxonMKHft , 1842— I 927 ) 在1868年他的学位论文“积 
分的留数理论，，中 证明. 同年，意大利数学家卡索拉蒂 （F Casorati ) 也发表了一个证明，而就在这 
年稍后则是魏尔斯特拉斯证明了它 • 定理则以他们两人的名字命名（我们在这里还 是按习惯称其 

为魏尔斯特拉斯-卡索拉蒂定理——译注) • 


现设 A / oc . 或者是函数 / 的 >4-点（即 A 在/下的原像集）以 a 为其极限点， 
从而在其中可选出序列 〜 — a ， 且 f ( z n ) = >1,或者存在有孔邻域{0 <|^-«|</}, 
在其上有/⑷/ A 在此邻域函数 ^ p ( z ) = - A ) 全纯，对它而言 a 还是本性 

奇点（因为 /( 幻=如果当 z — a ， p 或趋向于有限或趋向无穷时，则/也 
如此).由刚证明的，存在序列 a 有 < p ( z n ) - cx )； 那么按照这个序列，有 


lim f ( z n ) 

n—»oo 





□ 


称函数 / 在各种不同点序列& — a 下的极限的全体为函数/在点 a 的 未定义 
集. 如果 a 为函数/的可去点或者极点，则它在该点的未定义集由一个点组成（有 
限或无穷).魏尔斯特 拉斯卡 索拉蒂定理断言，对于本性奇点产生了另一种极端情 
形： 该点的未定义点充满了整个闭平面 0. 


习题. 

1. 证明，魏尔斯特拉斯-卡索拉蒂定理的断言对于极点的极限点成立. 

2. 设 a 为函数/的本性 奇点； 函数1//在点 a 具有何种奇性？（答 案： 或为极 
点的极限点或为本性奇点) . # 

关于在无穷远的孤立奇点再说几句.对它的分类以及定理 I ' 〜 3' 可自动地转 
移到 a = oo 的情形.但是与洛朗展开式特性相关联的定理 1-3 则需要修改.实际上， 
在有限点情形奇异性的特征由洛朗展开式的主部决定，而主部包含了在这点具有奇 
异性的 z-a 的负幂（“主部”之词便由此而来).在无穷远同样有负幂而奇异性却由 
正幂的集合决定.因此自然称在无穷远点的有孔邻域中函数的洛朗展开式的正幂项 
的全体为该级数的主部.在这样的修改后，定理1 〜 3对于 a = oo 的情形便成立了. 

这个结果可借助于变量变换;2 = 1/ w 立刻 得到： 如果记 /( z ) = /(1» = (^ H , 
显然有 

lim f ( z ) = lim 

z—♦cx) ty—0 

因而 p 在点仿 = 0 有与 / 在点 z = oo 同样的奇异性.例如，为极点时， p 在 
{0 < |iw| < r} 便有展开式 

^ w) = ^ + * * * + V- + £ bnWn 

n=0 

此时作变换? i ； = 1 A ， 得到了 /在圆环{尺< M < ( X )}, R = l / r 总的展开式： 

— oo 

f ( z ) = ^2 Cn ^ + CO + CiZ + .M + CTVZ ' 

71= — 1 

其中 Cn = 6 _„， CAT # 0. 它的主部包含了有限多个项.可类似的考虑可去点与本性奇 
点的情形. 

最后我们来按照它们的奇点对最简单的全纯函数进行分类.根据刘维尔定理, 
完全没有奇点的函数（即在 C 全纯）是常数.按简单程度下一个类由整函数构成. 
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定义 4. 称在整个平面 C 上全纯的函数为整函数，就是说，它的有限点不为 

奇点. 


因而点 a = oo 是整函数/的孤立奇点.如果是可去奇点则/ =常数.如果是极 
点，则/在无穷远点邻域中的洛朗展开式的主部是多项式= Cl2 + ... + Cn z n . 
从/中减去此主部，我们又得到了整函数 f - g 、 但在无穷远已经是可去奇点了.它 

是个常数，从而， 在无穷远点为极点的整函数是多项式. 

称在无穷远点为本性奇点的整函数 为整超越函数 （例如 e ' sin 2 , cosz 是这样 
的函数). 


习题. 

1 . 证明，对于所有充分大的 N 满足1/⑷ | 彡 kl N 的整函数/是个多项式. 

2 . 从刘维尔定理推导出对整函数及 a = oo 的魏尔斯特拉斯-卡索拉蒂定理.# 


定义 5. 称在开平面 C 上除了极点外再没有其他奇点的函数为 亚纯函数⑦. 
整函数构成亚纯函数的子类（它在 C 上完全没有奇点).因为每个极点是孤立 


奇点，故亚纯函数在 C 上最多只可能有可数的极点集.事实上，在每个圆盘{|祠< 

n}，（n 


1 ,2,.-.) 只能有有限多个极点（否则它们会存在在有限的平面上的极限点 




它必是非孤立的奇点，从而不是极点）从而它的全部极点是可数的.具有无穷多个极 
点的亚纯函数的例子有 tan 2 和 cot 2 . 


定理 4. 如果亚纯函数/在无穷远点具有可去点或极点（即如果它在 C 除极 
点外没有其他奇 点)， 则它是个有理函数. 

证明.函数/的全部极点的个数有限，这是因为如若相反，则由于 E 的紧性， 
这些极点存在极限点，它们是非孤立极点从而不是极点.以〜， （〃 =1，.〃 ， n ) 表示 
/的全部有限极点，并以 

c (|/) c (l/) 

表示/在极点知邻域中洛朗展开式的主部.又以 


g{z) = c 1( z + • • • + c n z n (7) 

表示/在 a == oo 邻域里的洛朗展开式的 主部； 如果 a = oc 是/的可去点，我们则 

令 p 三 0. 

考虑函数 


v ?( z ) = f ( z ) - g ( z ) - ， Y ^9 u { z )\ 


①亚纯函数， meromorphism , 一词来自希腊文, mero : ^Epoo (分式）和 morphism : fiopiprj (形式， 

形 状)； 合起来即相似的分式 • 
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它对所有点 z^C 全纯，于是由刘维尔定理有 cp(z) = co. 因此， 

71 

f( z ) = c o + 9{z) + ^2 f g l/ (z), (8) 

i/=i 

即为有理函数. 口 

注.公式 （8 ) 是有理函数/展开为整部分和简分式的表达式.我们的讨论给出 
了存在这种展开式的一个简单证明. 

有时我们会在更广的意义下使用“亚纯函数”这个词.即当我们说函数/在区 
域 D 亚纯 是指，如果它除去极点外在 D 中没有其他奇点.这样的函数最多只有可 
数个的极点.事实上，我们可构造区域 D 的紧穷竭 { G n } (参看23小节的引理)，从 
而看出函数/在每个 G n 上只有有限个极点.如果在 D 中的亚纯函数/有无穷多 
个极点，则极点集的极限点属于边界谷 

刚证过的的定理4现在可以叙 述为: 任意在闭平面 C 上的亚纯函数是有理函数. 

26 . 

在研究全纯函数时最令人感兴趣的是那些函数在其上不再全纯的点，即它的奇 
点，这听起来有些像悖论.在后面我们将会看到有许多事实，它们使人确信在奇点和 
它们的邻域中的洛朗展开式的主部包含了全纯函数的基本性质 

我们用关于全纯函数的积分计算问题来对此断言进行解释.设函数/在区域 D 
中除极点外处处全纯，因此最多只有一个可数的奇点集.设区域 G € 且沉？由有 
限条不包含奇点的连续曲线 组成； 我们以 a !,-- - , a n 表示出现在 G 中的奇点（它们 
为有限个).构造圆> = {\ z - a u \^ r }, 其半径 r 足够小，使得以其为边界的圆盘仏 
包含在 <7内且互不相交.设％逆时针定向（图 45) .以表示区域 G \ 




图45 


①这个断言可以有物理的解释，如果将全纯函数作为向量场的复位势对待，譬如流体的速度场 
(参看第7小节)，则奇点可以解释为源，流,旋和其他有这个场定义的元素.关于这些可参看在§2 
末尾脚注所引的拉夫连季耶夫和沙巴特的书. 
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第二章全纯函数的性质 


函数/在上全纯，于是根据多连通区域上的柯西积分定理有 

I fdz = 0. (1) 

JdG r 

但是定向边界沉? r 由況？以及负定向的圆 71 ： ( l / = l ,..., n ) 组成，从而由积分的性 
质得到 



因此，全纯函数沿区域边界的积分计算可化为沿任意小的以函数的奇点为圆心 
的圆的积分计算. 


定义 h 称函数/沿该函数的孤立奇点 aec 为圆心的充分小的圆> =- 
a \= r } 的积分再除以 27 ri 为/在点 a 的留数，以符号 



根据积分沿同伦围道的不变性定理，留数与数 r 无关（当 r 充分小时）并由 f 
在它的奇点的局部性态所确定. 

上面所证明的关系式 （2) 表达了所谓 的柯西留数定 理①： 


定理 L 设函数/在区域中除去一个孤立奇点的集合外处处全纯，又设区 
域而它的边界不包含 奇点； 于是 


L fdz = 2 niy ^ res ai / f , 

(G) 


(4) 


其中的和取完函数/在 G 上的所有奇点 


这个定理极具基本意义，这是因为它将对于 整体童 即全纯函数沿区域边界的积 
分的计算，化为局部量即函数在其奇点的留数的计算. 

我们现在已经知道，函数在其奇点的留数完全由它在该点邻域中洛朗展开式的 
主部决定.从而可确立这样的观点，即在全纯函数的积分计算中只要有关于它的奇 
点以及在那些点的主部的信息就足够了. 


定理 2. 函数/在孤立奇点 aeC 的留数等于它在 a 的邻域内的洛朗级数的 
— a 的负 一 次幂的系数： 



①在1814年和1825年的文章中，柯西考虑了沿两条中间夹有函数极点的具公共端点的道路积 
分差，从而达到了留数的概念.这也解释了 “留数”这个词的意思（即剩余的数)，这个词首次出现 
在1826年柯西的文章“关于新的,类似于无穷小计箅的计算类”中.随此之后，柯西又发表了许多 
的工作,它们均致力于留数在积分计算、展开为级数、解微分方程等等方面的 应用. 


. 洛朗级数与奇点 
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证明.在 a 的有孔邻域中函数/可表示为洛朗级数 


/⑷ 


并在 r 充分小的圆 7 r * 




{\ z — a 




积分，并利用整幂的正交性 （15 小节)，我们有/^ /厶 
便得到 （5). □ " 


r } ±,这个级数一致收敛.沿 > 对此级数逐项 
我们有 L /厶= CM • 2 tt <. 根据留数的定义， 


推论. 在可去极点 a € C , 函数/的留数为零 • 

我们来推出计算函数在极点的留数公式.首先设 a 为一阶极点.函数在它的邻 


域中的洛朗展开式具有形式 


f ( z ) 


三+艺 Cn (…) 


由此立即得到在一阶极点的留数计算 公式： 

C-i = Iim ( 2 ： — a ) f ( z ). 

将此公式稍作修改计算起来特别方便在点 a 的邻域中， 


⑹ 


f(z) 


P ⑷ 
分⑷， 


其中 v ? 和分在 a 全纯，并且 ( p ( a ) # 0及 rp ( a ) 

的一阶极点).于是由公式 （6) 得到 


0 , V ⑷# 0 (由此得到 a 是函数/ 


lim 


(卜 a)<f(z) 


棒） 


lim 




a tp(Z)— 分 ⑷’ 


a 


即 


C-1 


V ? ⑷ 
分’⑷ 


(60 


现在设 f 在点 a 有 n 阶 极点； 于是在 a 的有孔邻域中有 


f(z) 


z — a ) 


+ 


• ■ 4 


由 g C K 


在此展开式两端乘以 （2 - a 广以消去右端的负幂，然后取 n - 1次微分（为了从 


右端抽出来)，并在 z 
公式： 


a 时过渡到极限.我们得到在 n 阶极点处的留数的计算 


1 lim ^ 

(n — 1)! Z^a dz r 


T {( z - a ) n f ( z )}. 


⑺ 


对于在本性奇点的留数计算不存在类似的公式，并必须要找出洛朗展开式的主 


部才行. 


下面是有关在无穷远点留数的几 个词： 

定义 2 . 设函数/以 oo 为其孤立 奇点； 它在无穷远点的留数 是指量 


resoo/ 


2 ni 




fdz 7 


⑻ 
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其中是具有足够大半径的圆= /^，按 顺时针 通过. 

选取7^的定向使得通过它时无穷远点的邻域 {/I < w < 00} 总在它的左边. 
我们写出函数/在此邻域的的洛朗展 开式： 

f( z ) = n 

n=—oo 

对它逐项积分，我们有 

resoo / = — c _ i . (9) 


具负幂的项包含在正则部分而不在无穷远点的洛朗展开式的主 部中. 因此，与 


有限点的情形不同，在无穷远点的留数在点 

我们再推导一个关于留数总和的定理. 



为函数的正则点时可能不等于零 


定理 


设函数/在平面 C 除了有限个点 




n ) 外处处 全纯； 于是 


它在全部有限奇点的留数与在无穷远点的留数和等于0: 


n 



微 ‘/ + resoo/ = 0. 


( 10 ) 


证明. 构造圆 7 K = =丑}，其半径足够大使得所有有限奇点知均被包含 

在内； 设 7/ e 按逆时针定向.由柯西留数定理， 


2ni 



fdz 



res ai/ /, 


7 H 


但由17小节的柯西定理，上面等式左端的量对于继续增大的 H 不变；因而这个量 

等于带有负号的/在无穷远点的留数（考虑到绕行的方向).故这个等式等价于 （10). 

□ 


例. 在计算积分 J = Jj z |=2 时，没有必要算出被积函数在圆 {kl = 2} 内 

的所有二阶极点的留数.将留数和定理用于它，有 

g res - (^TTF + reSo ° (?TTF = 0 - 

但是此函数在无穷远 ^ 有 16 阶零点，故它在 ^ = cx ) 邻域内的洛朗级数只包含了从 
z - 16 开始的负幂项.因此它在无穷远点的留数为0,从而在所有有限奇点的留数和为 
零，即 J = 0. # 

最后我们给出一个将柯西留数定理应用于单实变函数的反常积分计算的例子 • 
我们计算沿实轴的积分 

< pW = 

其中 t 为实数（因为该积分被函数 i /( x 2 + 1) 的收敛积分所控制，故其绝对收敛). 
应用留数的方法如下.将被积函数延拓到复平面 

pitz 



. 洛朗级数与奇点 
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然后选取闭的围道使它包含了积分直线的一段 R ] 以及任一连结该线段两端点 
的弧.对此闭围道应用柯西留数定理，再后取当 H — oo 的极限.如果这时算出沿添 
加的这段弧上的积分，则便给出了问题的解. 

+ 考虑到 | e ^| = e -气 我们将其分为两种 情形： O 0和£ < 0. 
在第一种情形我们用上半圆7^封闭线段 [~ R , Rl 并沿逆时针方向通过（图 46) .当 
R > 1时所形成的这个围道内有一个/的一阶极点 z = i , 由公式⑼）容易求得在 


该点的留 数为: 


e izt 


res 


1 + 2 2 



由柯西留数定理有 



f ( x)dx + 




(120 
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联合 （14') 和 （14") 我们得到了最终结果 




以后我们将多次利用留数来计算各种不同的积分.我们最后证明一个在这些计 


算中有用的引理. 


引理（若尔当） ①. 设函数/在 { Imz 彡 0} 中除去孤立奇点外处处全纯，并且 
在半圓= {|爿= Ry 上当丑― oo 时 M ( R ) = max |/( z )| 趋向于零（或 


者有子序列 Rn ^ oo 使得不包含/的奇 点). 于是对任意 A > 0, 

f f ( z ) e iXx dz 

JlR 


当丑— OO 时趋向于零（或者按照相应的序列 iln — OO ). 



(引理的意义在于， M ( R ) 趋向于零会如此慢，以致于/沿不一定会趋向零， 
而乘以指数因子 e 〜则加快了趋向于零的速度 .） 


证明•以 y R = {z = Re i(fi : 0 ^ ip ^ tt /2 } 表示 7 fl 的右边半个.由于当 
[0, tt /2 ] 时正弦曲线的凸性，我们有从而表明在 7 k 上有估值 | e ^| = 



^XRsirup ^ e -2 XRip/ir 因此 



f { z ) e iXz dz 


i 



( M ( R ) 



从而沿 7 k 的积分当 R — oo 时趋向于零.对于 = 7 R \ 7 r 的估值可类似 
进行. □ 


从这个证明中可看出，在此引理中全纯条件并不是本质的. 


习题 


1. 称形如 

F ( Z ) = W 

其中7是光滑（或可求长）的曲线，/是在7上连续（或可积）的函数，为柯西型积分.证明 F 为 

在 C \ 7 上的全纯函数，并在无穷远点等于零 • 

2. 设7为光滑的闭若尔当曲线， D 为那样的区域使 dD^Rfe C l { n ). 证明，当穿越7 
时柯西型积分所产生的跳跃等于/在穿越点的值.更准确地说，如果 Co e 7,且2 — Co 分别保持 
在 D 的内部或外部，则 F ( z ) 具有极限值 F +( Co ) 和 F -( Co ), 并有 

F + ( Co ) - F ~( Co ) = /( Co ) 



fiQdC 

c - 


1 


(索霍茨基公式)[提 示：将 F ( z ) 表示为 



/(( c + 


/(Co) 

2 iri 




①该引理出现在 1894 年的法国数学家若尔当 （ C. Jordan, 183&-1922) 的分析教科书中. 



习 


题 
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3. 在上面问题的假设下，证明以下这些条件中每一个都是柯西型积分成为柯西积分的充分必 
要 条件： 

( a ) 对于所有 z e C \ 万有 ^ f =0. 

( b ) 对于所有 n = 0,1，2, . ••有 J ； C /( C)dC = 0. 

4•设/在圆盘 {| z | < B }, R >1 全纯； 证明对于圆 = 1}， 它的模的平方均值等于中心 
在2 ：= 0的泰勒级数的系数的模平方和. 

5. 级数 En=o ^ TT 对于所有实的 z 收敛，但它的和不能展成中心在 z = 0 的泰勒 级数; 
对此给出解释. 

6. 证明，任意整函数/如果恒同地满足关系式 /(z 4-1) = /⑷和/> + i ) = f ( z ), 则其为 

常数. 

7. 证明，函数 f ( z ) = B -^ dt 为整函数. 

8. 设 f ( z ) = Er=0 在闭圆盘 F = {| z | 彡 H } 全纯且 a 0 / 0. 证明，这时/在圆盘 
{ w < 1 ®} 中不取零，这里的 M = max , €dt ; |/( 2 )|. 

9. 证明，如果在幂级数收敛圆盘的边界上至少有一个它的和函数的极点，则此幂级数不可能 
在该边界上任一点绝对收敛. 

10. 证明，在两个不相交紧集外部的全纯函数可以表示为两个函数之和的形式，其中一个函数 
在其中一个紧集外全纯，而另一个在其他一个外 全纯. 


第三章解析延拓 


在这章里我们还要考虑复分析的另一个最基本的 概念： 解析延拓的概念.特别， 
它可以让我们引进所谓的多值解析函数. 

一 些非常简单的问题引出了考察多值解的必要性.例如，方程2 = ti ; 2 对任意固 
定的2 / 0有两个符号相异的解.我们以记这些解的全体，它不能看成是2的 
函数，这是因为按定义函数是单值的.试图丟弃函数定义中单值条件立即会带来极 
大的不便，事实上，譬如在和中，如果每项都取两个值，那么需要蕴含什 
么样的意思？这样的“多值函数”的最简单的运算都会表现出非常大的困难.解析延 
拓的概念却让我们克服了这一类的困难. 


§8. 解析延拓的概念 


27. 基本原理及其延拓 

我们仍然在单值（全纯）函数理论的框架内开始研究解析延拓的概念.按这个观 
点，对于初始给出的在某个集合 M C C 上的函数 * 的解析延拓，我们理解为它到 


函数/的扩张，其中/定义在某个区域 D 3 Af 上，使得/在 D 中全纯,而它限制 
在集合 M 上与/ 0 相合： 



这样的问题可以以非常不同的方法去解决.臂如，在第一章里我们曾解析地延 
拓了函数 e 1 ， sinx 等等，它们最初定义在实轴 IR 上而被延拓到整个复平面 C 上.函 


①如果将像集合那样相加，那么这个和便成为三值的了（它的 值为： 2 w u -2 w ! 和 
0, 其中 m 是 力 的两个值中的一个).只加同符号的值吗？但这在复分析中完全没有 意义： 设 
V^T = ±(1 + i), 而= 土 (1 - »•); 在和 + v/ii 中哪些项的符号是一样的？ 


§8. 解析延拓的槪念 
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数+在区域 C \ {01 上给出（当 z = 0是无定 义)； 写出它以 Z 为幂的展 开式： 

• 2 4 

sin z 

^ — I 編一 * ■ • • • 

么 3! ^ 5! ’ 

借助于此我们得到了这个函数在整个 c 平面上的延拓（这样的延拓等价于按连续性 
函数到点 Z = 0 的扩张). 

反过来,级数和 

fo{z) = l + 2 + 2T 2 + .” 

只在圆盘< 1} 有定义（且全纯)，这是因为当 M > 1时级数发散.但将此几何级 
数求和后，我们得到 Mz ) = jb - z , 从而所得公式给出了函数 / o 到区域 c \ {1} 的解 
析延拓. 


习题 • 证明，级数 E~=o l ^ r 在 W < 1及 W > 1时收敛于不同的全纯函数 
(魏尔斯特拉斯，1880年) • # 


考虑不太平凡的 例子. 欧拉的 r 函$在 Re ^>0 时由沿正半轴的积分 定义： 

r(z)= f e 一 h z 一 1 dt ， (1) 

JO 


其中严- 1 对于 t > 0 的意思是函数 

fOO 

F n ( z )= I e - H z ~ l dt ( n = l ，2，...) 

为整函数，这是因为该积分在平^的任意点上可以对参数微分.由于在右半平面 
{ Bjgz > 0} 的任意紧子集上序列 { F n } 对于2 —致收敛于 r (2：)， 故由魏尔斯特拉斯 

定理, r 函数在右半平面全纯. 

如果 x = Rez <0, 则积分⑴不再收敛，这是因为当* — 0时被积函数过快的 


增大（我们有 l ^" 1 ! = = 产 -i ， 而当 t — 0 时 e-* — 1). 如果从 e-* 在 0 

的泰勒展开式中减去开始的一些项时,我们得到了当 < — 0时趋向于0的因子，我 
们就可改进当 f = 0时的收敛性.当 Rez > 0时,按这样的方法得到 



或者,计算出初等积分，有 


r W - E 


(- 1 ) 


k 


k =0 


fc! z + k 


f 0 - ± 

\ k =0 


k 


(一 1 ) ‘AM 广 1也 + 


k\ 


t 



e 


z 


x dt. 


( 2 ) 


在这个等式中，右端的第二个积分为整函数（参看前面)，第一个积分对2在半 


平面 { Rez > - ( n + 1)} 的任意紧子集上一致收敛（因为 


e 



(- 1 ) 


k 


fc =0 


A ;! 


-t k 



k=n+l 


(- 1 ) 

k\ 


k 


t k 


当 




时以尸 +1 的速度趋于零)，从而表明它是在这个半平面的全纯函数 


因此,等式 （2) 让差 r ⑷- ELo 解析延拓到半平面 {Rez > -(n + 1)} 

上,结果 r ( z ) 自己则可延拓为在此半平面上的亚纯 函数. 
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第三章解析延拓 


因为作为 n 可以取任意的自然数，我们便得到了 r 函数到整个平面的亚纯延 
拓.我们也看到了，延拓了的函数在点零以及所有负整数点上具有一阶极点，而且在 



- k 的留数等于 (- l ) Vfc ! (fe = 0， l ，2, …). 在图47上给出了 r 
面，同时画岀了等模曲线与等幅角曲线. 




数的模曲 



图47 


这里所显示的收敛性改进的方法被称做柯西方法；在第五章中我们将再次应用 
它们（参看第45小节).我们注意， r 函数到左半平面的亚纯延拓也可以利用函数方 
程 + 1) = 


zT(z) 实现，该函数在 Re^>0 处满足这个方程.事实上，当 Kez 


我们可以写成 r ( z ) 


Z 


然后注意到，这个等式的右端对于 Rez 


Z 


一 0有 


定义.重复这个步骤充分多次,我们将 r 函数延拓到任意点 



#0，一1，一2，.. 


当然，解析延拓问题不总是有解的.回忆第25小节的 例子： 函数 


f(z) 



2 n 


0 


在单位圆盘 V = {| z | < 1} 上全纯,但圆{卜| == 1} 是它的奇曲线，因此函数/不可 
能解析延拓到任何严格包含的区域. 


习题.证明，如果函数/在圆盘 C / 中及它的边界圆的每点全纯，则它可全纯地 
延拓到圆盘 U ， 刍 U . 眷 

如果函数/ (如在所提到的例子中的）在某个区域 D 中全纯,并不能解析延拓 
到任何一个严格 包含乃 的区域,我们便称 D 为函数/ 的全纯城. 在第 46 小节我们 
将证明，每一个区域 DCC 都是某个函数的全纯域. 

现在我们来考虑例子，它让我们不得不扩张所采用的解析延拓的概念.首先做 
几个关于复数的平方根的简单注释.如果：= re % 则 v/i = 并且对于给定 

的2 / 0, p = argz 的值可以选取到差一个 2 tt 的整数倍.但是如果与任意 V ?的值同 
时取 f + 2tt ， 则新的根的值 y /^ e ^ 2 ^ 2 = -v^e^/ 2 与原来的根差一个符号.因此 
当;^ 0时 v / i 有两个值，从而不是个函数.在附加一些条件后，可以在某个区域中 









§8. 解析延拓的槪念 
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从 W 的值中选出一个函数,使它能够保证对于所有 z D 的 p = argz 值的单值 
选取.如果这样的函数在 D 中连续,则称它为在这个区域中的一个根分支. 

例如，我们考虑圆盘 C/o = {|2 - 1| < 1}，在其上的根分支 



⑶ 


它所挑选的条件为 - tt/2 < if < tt /2. 因为反函数 z ^ w 2 是单值的，故 * 在％ 

上互为单值（单叶的)，从而我们可以利用反函数的微分法则⑦.按此法则，在每个点 
2 e t / 0 存在 fk ( z ) 


It 


Vo{z ) - 


因此，函数 /o 在 C/q 中全纯（我们有在 f/Q 中/ 0 # 0). 

我们现在通过扩张 p = axg2 的变化区域并留意使^的选取保持单值，来解析 


延拓函数/ 0 (于是，按照前面那样，函数从而也保持了全纯).如果我们向^增大的 
一 侧扩张该区域，则，譬如，在圆盘1/ = {> + 1| < 1} 中由条件 


f ( z ) = y / re l{p ^ 2 , 7 r/2 < (p < 3兀/2 


⑷ 


定义的函数 /( 图 48). 



图48 


如果我们朝 P 减小的方向走（图48中的虚线)，则得到在同一圆盘中的函数 

g { z ) = y / re tip ^ 2 , 一 3冗/2 < (p < — n /2. (5) 

在同一个点 z e U 上， y ? = argz 的第二个值比第一个小了 27 T ， 因而/⑷与 〆 2 ) 
的值差一个符号（例如， 点 z = -1 在第一个延拓方式下需写成(^ = tt , 从而表明 
/(~1) == e i,r / 2 = i , 而在第二个方式下， y ? = —7 T ， 故而 5 (—1) = e - " 2 = - i ). 因此，在 
fo 的解析延拓的不同方式下，我们得到了在圆盘 U 中两个不同的函数/和仏 
对在上述例子中所描述现象能够有清晰地了解是与19世纪中叶的两位杰出的 
德国数学家的名字紧密相关联的，他们就是魏尔斯特拉斯和 黎曼. 我们在这里集中 
注意于其中一位的生平概述（对于黎曼，我们将在后面的第40小节谈及). 


①事实上，由于单值性，映射2 w 当 Az # 0时我们有 Aw # 0,因而 

△W 1 

—~ = : • 

Az Az/Aw 


(•) 


由于这个映射的连续性，当 — 0时有 An ; — 0,于是如果存在0盖= z \ w ) ^ 0 f 则在 
(♦) 中取当 Az^O 时的极限,我们便得到, iim A ^o ^存在且等于 w \ z ) = l / z f ( w ). 
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历史注记 

魏尔斯特拉斯 （ K . Weierstrass ) 在 1815 年生于一个官员之家. 1834 年在他父亲 
的坚持下他进人了波恩大学法律系.但他对那些课程不予理睬，不参加考试，取而代 
之地是独立地专心研究数学.在 1839 年，魏尔斯特拉斯转到了明斯特学院，为当一 
个数学老师做准备.在那里他听了古德曼 （ Ch . Gudermann ) 教授的课（成为他的唯 
一听课 人)， 并在 1841 年到 1842 年完成了他的第一次四项学术 工作， 特别他证明了 
在圆环全纯的函数用正幂和负幂级数表示的可能性.但是这个被称为明斯特笔记只 
是到了 1894 年才出版. 

在明斯特的一年见习期之后他得到了一所外省城市的初级文科中学的教师职位， 
教植物，地理，习字，甚至体操课.尽管每周有 30 小时的教学负担，他仍努力地从事 
了数学研究，发表了几篇文章.在 1854 年,魏尔斯特拉斯的状况得到急剧地改 变:他 
的结果受到了赞扬，他不经答辩便得到了博士学位，还有了一年的假期. 

在1856年魏尔斯特拉斯成了柏林大学的教授及柏林科学院院士.他在柏林大 
学的授课，除因生病而间断外，持续了 30年.他的讲课和学术活动使他贏得了国际 
声誉，也因此有了许多学生.特别在1864年他被选为彼得堡科学院的通讯院士（由 
布尼亚科夫斯基 ( B . H . ByHHKOBCKnii ) 和索莫夫 （ n . EL Comob ) 为其代表人)，并 
在1870 — 1874年给予柯瓦列夫斯卡® ( C . B . KoBajieBCKafl )® 私人授课，在他一 

生中始终保持了与她的 友谊. 



魏尔斯特拉斯 （Karl Theodor Weierstrass ) 

(1815—1897) 

魏尔斯特拉斯对于科学工作的特点是逻辑的严格性与系 统性. 他发表的工作并 


①柏林大学的学术委员会不允许妇女 旁听. 
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不是非常多，但却得到了在实分析与复分析、微分方程理论、变分法以及几何中的一 
系列基础性结果. 

魏尔斯特拉斯在1861年开始从事解析延拓的问题.希望能避开与多值函数相关 
的无定义性及不便之处，他在他自己的理论基础上建立了相互以特殊方式关联的幂 
级数体系.就是说，魏尔斯特拉斯考虑了以 a 为圆心的圆盘1/上全纯的函数，它由 
其泰勒展开式给出 

oo 

f(z) = 5^Cn(z-a) n , (6) 

n=0 


与其一起的还有这个级数的所有可能的以 z - 6的幂的重新展开，其中的6 € V : 


Mz) = f： 

n=0 



⑺ 


级数⑺在以6 为圆心的一个圆盘上收敛，而在交集 unu b 中函数/ e / b . 

圆盘肯定能达到1/边界，而且在一些情形下会超出它的范围之外（图 49), 
于是函数 A 便将/解析延拓到圆盘 u b ®. 重复这个解析延拓的步骤，我们可能（像 


上面所考察的例子那样）走到与出发的圆盘 C 7 相交的圆盘 F (甚至就与重合)， 


但在 C / 与 V 的公共点上所得函数与/不同.魏尔斯特拉斯为了在这个过程中与多 
值函数不相关联，需要一直关注的不但是函数，而且还有在其上给出了这些函数的 


圆盘 • 



图 49 


大约在此的十年后， 黎曼 概述了研究多值函数的几何方法.他建议将在解析延 
拓过程中得到的新的值（臂如，如果用前面的记号，即在圆盘 V 中的值）不再指派给 
老的点 Z , 而是给新的，位于它上面的点（例如，假定圆盘 V 位于圆盘的上方).这 
样可得到位于复平面上方的多叶曲面， 在位于每点 Z 上面有多少叶，所考察的多值 
函数在该点便取多少个值.在这个曲面上（现在称之为黎曼面）多值函数现在便成为 
单值函数了.稍后我们将要更仔细地谈及这个曲面. 

那么，黎曼和魏尔斯特拉斯所引进的构建多值函数的主要思想在于，与函数一 

①例如，按幂 z - bl / 2 重新展开收敛于圆盘 {W < 1} 中的函数 1/(1-*) 的几何级数 + . . • ， 
则新的级数在圆盘 {> + 1/21 < 3/2} 中收敛，圆盘的半径等于从圆心 a = -1/2 到点 2 = 1的距离, 

在此点函数不再全纯. 
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起的还必须考虑一个新的对象，即由函数（单值的）及它在上有定义的区域所组成的 
偶对.解析延拓过程中的这种偶对构成了可能是多值的解析函数.转向严格的定义. 

定义 1. 称由圆盘1/ = {> - <丑}和函数/组成的偶对 F = ( UJ ) 为典范 
元或简称元是指，其中的是以 a 为圆心的使/在其上为全纯的最大圆盘.称点 a 
为元 F 的中心，而 C / 为其 圆盘； 称在点 2 e V 的值 /( z ) 为元 F 在该点的值. 

如果 a € C ， 则/由泰勒级数 （5) 表示，便是它的收敛圆盘.如果 
它的展开式在圆盘 C / = > /?} 上具有形式 

f ⑷ = £苦 

n =0 

(参看第25小节). 

有时考虑这样的偶对 F = ( UJ ) 要方便一些，其中的 f 在 U 上全纯，但1/并 
不是以给定点 c 为中心的最大全纯性圆盘.简单地称这样的偶对为元,但如果需要 
强调这一点时，便称其为非典范元. 

定义 2. 称元 F = ( t /，/) 和 G = ( V , g ) 为互为直接解 析延拓 是指，如果圆盘1/ 
和 V 有非空交,并在其上 f = g . 

如果元 G 的中心属于 C /， 则 y 经由/由⑺表达，即由/的级数重新按 ( z - b ) 
的幂展开得到的 g 的展开式，但在一般情形6可能不会 属于仄 然而当 U t f ， V 给 
定时，函数 p 便被 一一 地决定，这是因为它在交集 t/n V 与/重合（ 22 小节的唯一 

性定理). 

定义 3. 称元 F = ( t /, /) 与 G = ( y ， p ) 互为解 析延拓 (没有“直接”二字）是说， 
如果存在元风=(6^，厶)，1/ = 1， . • • J 的有限长的链（图50)， 使得 F \ 为 F 的直接 
解析延拓，巧是 G 的直接解析延拓，每一个&是 F v . x ( i / = 2 ,...,0 的直接解析 
延拓. 




图50 
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例.元= (U Q J 0 ), 其中 C / 0 = {( z - l |< l },/ o 是在 （3) 中定义的 w 的那个 
根分支，而 F = (UJ), 其中 C 7 = {| z - hl |< l },/ 为在⑷中定义的那个根分支，它们 
两个都是典范的元,这是因为在它们的边界上有 f Q 与 f 不能解析延拓的点 z = 0 ( 导 
数 /oW = 27c 及相似的/'(=)，当 z — 0时无限地增大).它们不是互为解析延拓的, 
这是由于它们的圆盘甚至都不相交.然而元 A = 其中 R = {\z-i\ < 1}, 

以及 

fi(z) = 0 < y ? < 7 r , (9) 

显然既是 F g 的也是 F 的直接解析延拓，从而 F G 与 F 互为解析延拓. 

类似地，元 其中 C/q = {|z + i | < 1} 以及 f-i{z) = 抑中 1 2 、 

-7 T < p < 0 ( 图51)，为凡与 （5) 中定义的 G 的直接解析延拓.所以链 F,F U F 0 ,F. U 
G 的存在表明元 F 和 G 相互解析 延拓； 它们的圆盘重合，但它们对应的函数差一个 

符号. 



图51 

28 . 单值性定理 

我们还有必要了解沿一条道路进行解析延拓的概念.不失一般性，我们将假定, 
对于这里所考虑的所有道路,其参数都在区间了 = [0,1] 中变化. 

定义 1. 典范元巧= ( C / o ,/ o ) 在以这个元的中心 a = 7 ⑼为起点的 沿道路 
7 : J — C 的延拓 是说，如果存在一族以 at = 7 W 为中心和非零半径的元 

Ft = (Ut^ft), tel ， ⑴ 

它们满足以下条件：如果 w ( to ) c /表示 t 0 e J 的一个连通邻域，使得对于所有的 
t€ u(i 0 ) 有7 ⑷ e C 4。 （由道路的连续性，存在这样的邻域)，则对于任意《 e W(t 0 )， 元 

朽是 F t 。 的直接解析延拓（图 52). 

在这个定义中，只有 t 靠近 h 时 ，巧 才是朽。的直接解析延拓，这一点是本 f 
性的； 如果在圆盘％中有远离 to 的那种点，则尽管它的圆盘也与％。相交，它的元 

不必具有这些性质. 
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图52 


如果元凡可沿7延拓，则称族⑴的元朽（以道路的终点& = 7(1) 为中心）是 
由凡沿7解析延拓得到. 

首先证明沿道路延拓的唯一性.为此我们约定，两个典范元 F = ((/，/)和 G = 
{V,g) 相等 （F = G ) 是指，如果 U = V 且在此圆盘上 f = g. 

定理 1 . 如果典范元 F 0 可沿道路 7 延拓，则作为它沿该道路解析延拓的结果 
所得到的是一个完全确定的元，它不依赖于实现这个延拓的族的选取. 

证明. 设元巧与 Gi 都是由 凡沿 7得到的：第一个是通过元的族 A 而第二 
个通过了族 (fb = Go , te /). 考虑集合 E = { teI : F t = G t }; 因为它包含了点 

t = 0 故非空. 

这个集合为开（在厂拓扑下).事实上， S t 0 € E, BP F t0 = Gt 0 ； 由道路的连通 
性，存在邻域 u ( t 0 ) C I 使得对所有的^ 点7⑷属于元咫与 G t 。 的公共收 

敛圆盘.根据定义1，对所有 * € w ( t 0 )， F t 与由相等的元 F t 。 = G t 。 的直接解析 
延拓得到，从而它们重合（它们的函数由按^ - 7(0 的幂重新展开 / t 。 的级数 得到. 

参看前一小节的公式 （7)). 因此 w (0 C 五. 

然而 E 同时还是闭的.事实上，设 to e J 为 E 的极限点，而 w ( t 0 ) 为那样的邻 
域，使得对于所有的6 € u ( t Q ) 点7⑷属于元 F ,。 和 G t 。 的收敛邻域中较小的那个 
(记以 W 0. 在 u ( t 0 ) 中存在点 G €石，且在此点巧，= G tl . 因为7(<0 € %故仏 
与 G ti 是相等元 F t 。与 G t 。 的直接解析延拓.因此在 W 与^与 G t 。 的收敛圆盘 
的交上有 /to =讲。，但这时根据22小节的唯一性定理知在 W 上处处有 f t 0 三 gto ， 

从而巧。= Gt 。 ，即 to €五. 

因此，非空子集 Eel 既开 又闭. 由此得到（第 4 小节 ） E = I , 特别，巧 = Gi 

□ 

现在我们希望证明，沿道路的延拓总能在有限步中实现，也就是说，可作为上一 
小节的意义下的解析延拓. 

引理. 定义在沿道路7 解析延拓的族 （1 ) 中典范元巧的半径 R ( t ) 是 t 的在 


§8. 解析延拓的概念 


• 117 . 



区间 J 上的连续函数，否则则恒等于无穷. 


证明 • 如果对于某个点 to e J 有 R ( to ) = 00, 则对应的函数 / t 。 是个整函数，根 
据唯一性定理，于是所有的函数 / t 全都为整函数，即丑⑷三 00 . 为了证明在另一种 
情形下的引理，我们注意到，两个相互为直接解析延拓的典范元仏与 F tl 的圆盘之 
间不可能紧闭包含.事实上，如果，譬如说，运 t / o , 则 / t 就在中心在 7 ⑷的比％ 
更大的圆盘中全纯，至少在以此为中心而内切于 dU t0 的圆盘中全纯.因此圆 8 队 0 与 
U tl 至少应有一个公共点，并由在图53中所画的三角形（如果％内切于 dU to , 它退 
化为线段)，我们得到 


|丑⑷一 H ( to )| ^ ItW ~ 7(亡0)|. (2) 



图 53 

由沿道路延拓的定义，如果 t e u ( to ), 则元巧是 F t 。 的直接解析延拓，这里的 
u ( t 0 ) 是在定义中提到的那个邻域.因此⑶对于所有 t Q el 和所有 t € u ( t 0 ) 成立; 
接下来利用函数 7 在/上的连续性即可. 口 

定理 2. 如果元 G 是通过 F 沿道路7的解析延拓得到，则 G 是第27小节的 
意义下的解析延拓. 

证明. 设朽 ， t G J 为定义了沿 7 延拓的元族.如果丑⑷三 oo , 则定理的断言 
平凡在另外的情形则由引理知，元素巧的半径丑⑴在了上连续，从而存在 e > 0 
使得对于所有的 t e I 有 R(t) 彡 e. 由于函数7在/上的一致连续性，可以选取有限 
个点 t〆 <0 = 0 < < •• • < in = 1, 使得对于任意 t 、 t 〃 e [t u -ut v ], 1 / = 1， .. •，n 有 

17(0 - 7(01 < e . 由沿道路延拓的定义得到，元 = 仏为元 

F (l/_1) = F tu _ x (i/=l ， ." ， n) 

的直接解析延拓然而 F ⑼=兄 F ⑻= G ，因此 G 是元 F 的解析延拓. 口 

最后我们来证明沿道路的解析延拓对于此道路的同伦形变的不 变性. 

定理 3.设70与71为具公共端点的道路，且在保持端点不动下同伦而元 F 沿 
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定义了同伦70〜的道路％ G 可解析延拓，于是得 到的尸 沿道路70和沿道 

路 7 i 的延拓结果相等. 

证明 • 设 7 : J x 了 — C 为定义了同伦 7 C 〜 71 的函数（参看第7小节)，因而 

7-W =7(M). 

以元族 G a t 表示 F 沿道路 7 a 的解析延拓，而以 P 表示这个延拓的结果. 

我们来证明，在定理的条件下， P 在 s 的充分小的改变时不变，因此由区间 J 的连 
通性得到不依赖于 &即 = G 1 ， 从而得到所要求的. 

由于函数7在/ x J 上的一致连续性，所有元 G ? 的半径均不小于某个 e > 0. 
由同一个理由，对于任意的 so EI 可以找到邻域 u ( s 0 ) C /,使得对于每个 s e u ( t 0 ) 
及所有的 t e J 有 


|7(5,t) -7(«o,OI < £ / 2 - ⑶ 

进而，像在定理2中那样，可以找到点= 0, …， n ) 使得对于所有 t f x e 
[t u ~ 1 , tu] 和所有的 S e ti(5 0 ) 有 

|7(s,0 <e/ 2 , ⑷ 

并记 4 = 7(^0, ^)> ^ = 7>山）（图 54). 为简便计，记 = GJ ， GJ? = GJ。. 


图 54 



显然， Gf 。 和 Gf 相互为直接解析延拓：由⑷我们有 ㈣ - a | < e /2 及沁- 
a | < e /2, 使得由 F 得到的这两个元，像上一小节所说的那样重新展开级数•进 
行归纳论证，我们假设和 Gl _, 相互为直接解析 延拓； 于是，因为由 （3) 有 

- zU <々2,故 Gl _ x 也由 Gl °_ , 重新展开级数得到.由构造， GJ 。 和分 
别是元和 Gi ., 的直接解析延拓.然而由 （3) 和⑷我们 有 ㈤ 一 < e /2 

和 - z u - i \ ^ \ z v - - I - \ z ^ - I < 因此 GJ 。 和 由 G u -i 经由重新 

展开级数得到，就是说，它们相互是直接解析延拓.于是由归纳，所有的元 GJ 。 和 
d (1/ = 1，…， n ) 相互均为直接解析延拓，而因为与 Q 还有公共的中心（点 
b )， 故它们相等. 口 

注. 如果即便沿定义同伦 70 和的％中有一条道 路元， 不能延拓,则它沿 
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7 o 和 7 i 延拓的结果可能就是不同的.事实上，设70和 7 i 为 = 1} 的上半圆和 
下半圆.它们显然是同伦的，而它们的同伦可由通过点士 1的圆弧 7a ， 0 < s < 1实 
现（图 55). 设为确定起见，以 71 / 2 表示线段 [1,-1]. 



图55 


元凡 = { UoJo ) 为在第27小节中考察过的例子，其中％ = {| 2 - 1| < 1}，而 
/ o 为满足条件 -7 T /2 < argz < 7 t /2 的的分支，它沿着任意弧％，沒兴1/2 (如上 
面所说，对于这样的延拓只要 argz 沿该弧连续变化即可).沿线段7 1/2 则不能解析 
延拓，这是因为它包含了点2 = 0 (参看27小节末尾的例子).由于这个原因，定理 
3不能使用，而沿70和的延拓实际上导出了不同的元：在27小节末尾的例子中 
表出的 F 和 G . 事实上，沿所有道路％, 0 < s < 1/2都导出元兄而对所有道路 
7 », 1/2 < 3 ^ 1 则都导出 G . # 

在单连通区域 A 任意具公共端点的道路都同伦.因此有定理3特别可以推出 

定理 4. 如果元沿单连通区域乃任一条道路均可解析延拓（起点在 F 0 的 
中 心)， 则它沿乃中道路延拓的结果不依赖于道路的选取，而由道路的终点唯一决定. 

通常称这个定理 为单值性定理 (希腊文 6 po ^ o ^ :赛跑的地方).也可以称它为狭 
义的单值性定理，而把不加修饰词的留给更一般的定理 3. 
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上一节所描述的解析延拓的理论，让我们能够摆脱模糊不清和纠结的状态，清 
晰地引进多值函数的 概念； 我们在前面已经说过这件事了.作为一个基础概念的解 
析函数,从现代观点看来，它不是很合适的一个词汇，因为它描述的并不是一个函数， 
而完全是另外一个对象，即相互为解析延拓的元的集合. 
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29. 解析函数的概念 

我们采用 

定义 1. 解析函数的是个典范元的集合多，其中的这些典范元是由某一个元 
F = ( UJ ) 沿由元 F 的中心 a 出发的全部道路的所有可能的解析延拓得到的. 

显然，这个概念不依赖于初始元 F 的选取.事实上，设= ( V , g ) 为属于解析 
函数多的任一个元.于是 G 由 F 经沿一条道路7解析延拓得到.然而, F 也由 G 
通过沿道路7 - 的解析延拓得到，而任意其他的由 F 通过沿道路 A 解析延拓得到的 
元//，也可以由 G 通过沿道路 7 ~UA (道路连接的定义可参看15小节）的解析延 

拓得到. 

据此，只要把解析函数的元直接列举出来就可以给出这个解析函数了：多= 
{ F a } Q £ A 7 其中 A 是个任意的指标集合.有时称在定义1中引进的那个对象为完全 
的解析函数，而解析函数则指多的元的任意一个 子集； 它的意义在于，这个子集的 
任意两个元可相互解析延拓. 

定义 2. 两个解析函数被认为是 相等的 是说，如果它们具有至少一个公共元. 
(由沿道路延拓的唯一性定理，于是它们所有相应的元相互相等 .） 

属于解析函数多的元的圆盘的并乃= Ua € A 是一个 区域. 事实上， D 的开 
性质是显然的，而连通性可如下 得到： 对于任意两个点 〆 ，，€ D ， 考虑 F a ，与 F a 〃 
(使得 〆 和，分别属于它们的圆盘)；按照第28小节的定理 2 ,那些实现了元 

和化，的链中元的圆盘的并中，有连接 〆 和，的折线. 

如果区域夕是单连通的，且某个元凡=(%，/◦)， C D 沿 D 中所有道路均 
可解析延拓，则所有由 F ◦沿 D 中道路的解析延拓组成了一个解析函 数多； 按照上 
一 小节的单值性定理，它就是通常 D 中的全纯函数：在每个点 z £ D , 所有其圆盘 
包含了 z 的元 F G 多是恒同的.而在一般情形，并不满足单值性定理的条件，故就 
不再如此：属于解析函数多的不同元在同一点的值可以不相同（多次讨论过的前面 
小节的可以充作例子).在这时我们说，多是在 D 中的 多值解 析函数 • 

然而，即便多在乃中多值,也可以有子区域 Get /, 使得沿 G 中的道路多的 

元的延拓给出单值，从而是 G 中的全纯函数称这样的函数为解析函数多的一个 
分支.例如，如果存在沿着 G 中整条道路延拓的元 F e 多，其中 G c D 是一个任意 
的单连通子区域，则分支多可以按单值化定理被分离出来(特别的，该分支可以在 

元 ( C /，/) e 多的任意圆盘中被分离出，即函数 /). _ 

对于多值函数，有那样的点，它属于该函数的元的不同圆盘，而这些元在这个点 
有不同的值.在一个固定点，一个解析函数可以取多少个值？以下定理给出了这个问 

①我们注意，沿那些越出 G 范围的 i 路的延拓可以引向在点 zee 的不同的值.参看前面小节 
的例子. 


题的回答. 
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定理1 (庞加莱-沃尔泰拉) ①.解析函数在一个固定点最多是以该点为中心的 
一个可数的不同元集合. 

证明.设此解析函数由初始元凡定义，其中心为 a , 而 z 为区域 D 中的任一 
点，其中 D 由从 F 0 的延拓得到的元的圆盘形成.根据28小节的定理2,任何属于 
这个函数的中心在点2的元 F 可以通过中心在的有限个元的链得 
到，在其中，每个后面的元都是前一个的直接解析延拓. 

不失一般性，可以假设点 〜， （1/ = 1 ，…， n - 1) 为有理点（即 Re 〜和 Im 〜为 
有理数).事实上，设开始时元 R 的中心< ( 1 / =： 1 ，… ，n - 1) 为任意 • 在每点4的 
适当小的邻域中取有理点知，并替换圮为它的中心在〜的直接解析延拓^•显 
见（参看28小节的定理3的证明)，当 I 充分小时，沿新的链的延拓结果与老 

的相同. 、 

还需注意到，元 F 的中心在有理点的所有可能的直接解析延拓 A 的集合是可 
数的，而且元巧，… , F n _! 的这种集合也同样如此.因为给出了 F n _ x 和点 z 便一 
一地确定了元 F (虽然不同的 F n _! 可以给出同一个 F )， 故所有可能的元 F 的集合 

最多可数. 口 

我们将在下一小节引进一个解析函数的例子，它与区域0的点相关联的值的集 
合是（可数）无穷的. 

在研究解析函数时，将上面采用的元的概念加以推广是有用的.就是说,对于解 
析函数多的元，可理解为偶对 F = (A /)，其中 D C C 为任一区域，而/是多在 
这个区域中的一个分支中的全纯函数（当然，假定在乃中全纯分支存在).直接称任 
一 个偶对（!>，/)，/€ O(D) 为解 析元. 我们说两个这样的元 （ A /) 和 (G,g) 相互直 
接解析延拓是指，如果交 DHG ^0, 且至少在此交的一个连通分支中 f 三 g (在交 
的其他连通分支中，如果有的话，函数/和9不必 相等； 见图 56). 



阁56 



①这个定理于1888年由庞加莱和意大利数学家沃尔泰拉 （ V . Volterra , 1860—1940) 独立 发表. 


• 122 -_ 第三章解析延拓 _ 

对于元的圆盘，解析延拓（没有“直接”二字）也同样要 定义； 参看27小节的定 

义 3. 

另一方面，引进摆脱具体区域选取的概念是有用的.为此，引进 

定义 3. 称两个在它们的区域中都包含了点 a e C 的元 （ D ，/) 和 ( G i9 ) 为在 
点 a 等价 是说，如果存在该点的邻域，在其中有/三称在点 a 等价于 （ A /) 的 
元的集合为它在此点一个 解析函数芽， 记为 / a . 

芽的概念的意义在于它是元概念的局 部化： 不是考虑一个固定的元，而是考虑 
等价于它的所有元的类（在其中，它们的区域可以任意地小)，从而我们突出的是，更 
广泛地将等价的元联合在一起.因此，芽特征地刻画了函数在所考虑的点上的局部 
性质的.显然，芽 / a 可恒等于复数 / ( fc ) ( a ) 的全体，它们刻画了 /在点 a 的泰勒展 
开式的系数. 

按照所给出的解析函数的芽 / a ， 则可以完全决定这个 函数： 只要取代表 / a 的 
任一个元 ( DJ ) 就可以了，并也可以由它实现它的所有可能的解析延拓.反之，每个 
在任意点2的解析函数连同属于它的元的区域可以等同 于芽八 的 集合: 这些元在 
点 z 的等价类（根据定理2,这个集合不大于可数).因此，解析函数可以看作属于它 
的芽的那个集合（它的更详细的情形可参看本章末尾). 

在固定点2上的解析函数的芽可进行通常的分析运算.那么，对于芽/ 2 的导数 
/;可理解为等价于 ( d , n 的元的类，其中 ( dj ) 是类 / z 的任一个代表元（显然， 
/；不依赖于代表元的选取).相似地，可定义和 f z - hg z 与积 f z g z (例如是 
等价于 {UJ + 9) 的元的类,其中 （ A /) 与 ( G ， g ) 分别代表了 /,和义，使得 
包含了邻域 f / 3办分式 fjg 2 不总是有 定义： 它对于那些在点 2 取0的芽 a 没 
有定义. 

因此，在固定点2的解析函数的芽在代数上是 个环. 我们将它以同样的符号 
表示，它是一个在点2的全纯函数的环（参看第6小 节)： 本质上它们是同一个对象. 

对于解析函数（而不是它们的芽）这些运算并不总有 定义； 例如考虑两个解析 
函数的加法运算.首先必须要有可能选出这些函数的具有公共定义区域的元，设为 
( D ，/) 和 ( D , g ). 属于这些元的全纯函数/和 g 是所考虑的在区域 D 的解析函数的 
分支：这时便可以进行加，并记为元 （ D ，/ + p ). 由 ( DJ -^ g ) 通过所有可能的解析 
延拓得到的元的集合，构成了新的解析函数，自然可以将其认为是原来两个解析函 
数的和.但是这样的定义应该不是合理的，即不依赖于初始元的选取，而这个条件不 

是总能满足的. 

举例来说,上面所考虑的函数 v ^， 按照单值性定理，容许在任一不包含 z = 0的 
单连通区域 DCC 上分出两个分支，而这两个分支 A 和/ 2 只相差一个符号.对于 
作为元的和^的分支的不同选取，我们可以得到（ A2A )， （ A 2 / 2 )和 ( D ,0), 

①显然，这个关系满足通常的等价性公理. 
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并且如果头两个元将给出同一个解析函数，则可以用 2 v / i 表示它，那么第三个元则 
给出了另一个函数，它恒等于 0. 所以运算 v ^+ v / i 应该是没有定义的. 

我们注意到，如果解析函数加全纯函数或乘以它们，则合理性的要求肯定可以 
得到满足.全纯函数复合上解析函数仍具有合理性，臂如，定义了诸如或 cosyi 
之类的解析函数（容易看出，后面的那个甚至是个全纯函数). 


30. 初等函数 


这里我们将考虑重要的多值解析函数的例子. 



根式. 对于2的 n 次根式 （ n 为自然数)，我们理解为解析函数 



( 1 ) 


它用以下方式定义.在去掉负半轴的平面 G 即 A ) = C \ R _ 上考虑函数 


fo ( z ) = vre tw t —7 r < (f < n 


( 2 ) 


(我们令 z = re^). 它在 A) 连续并相互——地将 A) 映射到复平面加= pe 坤 的扇 
形％ = {—7 r/n < rp < 7 r / n } 上（图 57). 因为 iw n = 2 ,故根据 反闲数 的微分法则，对 


于所有 ze D 0 存在导数 


fo( z ) ~ 




(3) 


(参看27小节的第一个脚注).所以偶对凡= { D 0 Jo ) 是个解 析元. 称通过这个元的 
解析延拓得到的解析函数为$ 的 n 次根式 • 



图57 


这样的延拓可以用，譬如，以下的方式描述.考虑区域 D a = {-TT + a < p < 

7 r + a } 以及在其上的全纯函数 

fa(z) = \/re i{p ^ n , 一 7r + a < p < 7r + a. (4) 

显然，元 = ( D a J a ) 对于所有的 a 6 K 是元 ( DoJo ) 的解析延拓（对 | o ;| < tt 为 

直接延拓).这些元 F a 的集合描述了我们的函数. 

取这些元的区域的并 P = UaeR 显然，可作为去掉点2 = 0和 Z = oo (它是 

唯一属于所有 D a 的边界而不属于任一个的点）的平面 C . 

可以借助于典范元定义这个函数.我们取中心在点2 = 1圆盘= { k - 1| < 1} 
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作为初始元 Go , 而在其上的全纯函数 


ffo ⑷ 




{i+(^-i)} 1/n = E 


fc =0 


fc! n^n^ iy " ( ^~ k ^ 1)(z ~ 1)k 


(5) 


(我们曾注意到,对正的 2 = z ， 函数 g 0 ( x ) = 可以利用这个实函数的二项式展开 

并拓展这个展开从线段 (0,2) 到圆盘 t /). 


元 Go 




这是因为当 




我们有 




X ，# 




从而 / o ⑷ 




••狀 而因为两个函数 / o 与如都在 C / 中全纯，故由唯一性定理，对于所有 
有 fo ( z ) = 9o ( z ). 根据前一小节的定义2 ,由元凡与 G 0 定义的解析函数 


相同 • 


解析函数 tx ;= 对于每个点 z 0 eD 正好具有 n 个不同 的值. 事实上，所有属 


于元 F q 的全纯函数（我们的解析函数的分支）均由公式 


W 


^/roe 




n 


⑹ 


定义，其中^) = |勿|, 是 arg ^ o 的可能的值中的 一 个，而 A : 为任 一 整数.令扣0 = 

我们看出，扣的所有其他的值与吻相差一个因子 e ^ fc , 而这些因子 （1 的 
n 次根）可由向量1旋转苷的倍数角得到，即具有 n 个不同的值.因此，在⑹的值 
中间只有 n 个不同的值 * * * ，切 n - i ， 它们由在⑹中令 fc = 0,1， • • •，n — 1得 
到.这些值被安排在中心在点《； = 0的正 n 边形的顶点上，它的顶点之一作为了点 

也0 (参看图 58 ). 



图58 


最后对于解析函数巧的分支，即属于它的元（不一定出自义 ） 的全纯函数说 
几句话. 

根据单值性定理 （28 小节)，巧的分支可在不包含点 2 = 0和2 = oo 的单连通 
域 G 中分离出来.具有连接着两个点的任意切口的平面可以作为这样的例子（区域 
的边界应是连通的).在图58上显示了那样的一个区域 G 及其在於的一个分支的 
映射下的像 G *; 其他的两个分支将 G 映到了区域 e 乎和即由旋转 

角警和誓得到 • 

一 般来说，巧 的分支可以在任一不包含围绕点2 = 0的闭道路的区域中挑出 
来.事实上,绕这样的也只有这样的道路时， arg 的量改变了 2 tt 的倍数，从而任意元 
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沿它们的解析延拓才可以产生出其他的元.在满足上述条件的区域中，可以挑出我 
们的解析函数的 n 个不同分支.这样的分支的每一个都相互差一个因子并 
完全被所指出的它被定义的区域和在此区域中一个点的取值刻画（举例来说，可以 
谈及於的定义在切去负半轴的平面 C ， 并在点 2 = 1等于1的那个 分支； 於的其 
他的两个分支在此区域当2 = 1分别取值 e # 和 = e -^). 

对于根式可以进行在上一小节末尾所谈及到的那种意义下的运算.特别，可合理 
地定义导数 ^ 

它也是个解析函数. 

习题 1- 证明， y /( l ~ z 2 ){\ - k 2 z^) y 0< A :< 1在€\[-1/心1/灸]上可以挑出分 
支.考虑在 z = x > l/k 取正值的那个 分支； 它在切口 [-\/ kMk ) 的上和下边以及 
在射线 (- oo ,- l / A :) 取什么样的值？ 

习题 2. 将第2小节一个脚注中的邦贝利关系做出更准确的解释 . # 

2 . 对数.复变最 z 的对数 


w = Lnz 



可以定义为一个初始元的解析延拓，这个初始元是由区域 Do = {-7 T < (^ < 7 T } 及在 
它上给出的函数 

it; = In z = In r -I- —n < (f < tt (9) 


组成，称这个初始函数为 对数的主分支 （与前面一样 3 我们令 z 


函数⑼几 


何地将 A ) 映射成带状区域 




{w 


的性质 （13 小节）得出 




e ln r - e i{fi 


Z 


< Imw < tt } (图 邱)， 而因为由指数函数 
即函数⑼逆于指数函数，故而由反函数 


的微分法则，在点勿 e A ) 存在 

-^( Inz ) =丄 

dz v e w 

因此，兀 /b = (£> o ， inz ) 是解 析的. 



( 10 ) 




* 

/ D5 + 2tti 

( 






1 - 2m 


\ nz ) 


图 59 
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元凡的解析延拓，像前面一样，可以借助于一 族元尸 （a e R ) 来定义，它们由 

区域 A* = {—7T+Q < If < TT+a} 以及在它上面的全纯函数 / a (z) = lllT'+ip ， —7T+a < 

( p <7 T + a 组成.像前面那样，将这些元的区域做并集，成为去掉点 z = 0和2 = oo 
的 C 平面. 

也可借助于典范元定义 Ln ^. 作为起始元可以取圆盘 C /={| z - l |< l } 以及在 
它上全纯的函数 

(ID 

n=l 


(它由实函数 

Inx = ln{l + (x - 1)} = y^(-l) n-1 _ 

n=l 

在直径为（0,2)圆盘 C 7 上的解析延拓得到的)•元 (D 0 ,lnz) ^ (Ujnzlu) 等价. 

解析函数 Lnz 在每个点 z 0 eD = UD a 具有一个值 的可数集合， 它们由公式 

it ； = In ro + i((pQ + 2 fc 7 r ) (12) 

定义，其中 r 0 = |勿|，仰为 Arg ^ o 的可能值中的一个，而为任意的整数.它们全都 
不同并位于竖直直线 Re ^ = lnr 0 , 相互距离为 2 tt 的整数倍（参看图 59). 所有这些 
数都可认为是数勿的对数；因此，除了 2 = 0 , 每个有限的复数都有无限多个 对数. 

像 W —样，可以在不包含任何围绕点 z = 0的闭道路的区域 G 中挑出解析函 
数 Lnz 的分支.事实上沿这样的也只有这样的道路的延拓才可能将典范元转变为 
其他具有同一中心的 而不同 于原来的元.在每个满足所说条件的区域 G 可以挑出 
Lnz 的无穷多个分支，它们相互相差一些常数项，即 27 ri 的整数倍.因此，像#那 
样， Lnz 的分支 一一 地由指出所要考虑的分支的区域、以及在它中间一个点的取值 

决定①. 

对于对数可以进行在第29小节中的那种意义的运算.特别，对数的导数 


(Ln z ) 1 — \ fz (13) 

原来是个在区域0上的全纯函数（对数的所有分支具有同一个导数).函数 

(14) 

全纯.其意义可以解释为，对数是逆于指数的函数 

习题.证明，任意不具有零点的整函数可以有形如 f = e 9 表示，其中#是某个 
整函数 . # 

①这并不对所 有的解析函数都对.例如，解析函数在点2 0 = -7 T 2 有两个不同的分支，它们 

分别对应两个值>/石=但这两个分支在功的值 e ± wi 相同. 

® 更准确地说，在 （14) 的右端是个限制在区域 D 上的函数，这是因为左端在点2 = 0和 z = oo 

没有定义. 
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对于对数的代数运算情形就不是这样满意了.举例来说，“恒等”式 


Ln 2 + Ln 2 ： 2 Lnz 

是不正确的！事实上，这个等式的左端没有定义（参看第29小节). 

我们将在提及一场关于对数问题的争论来结束处理对数的这一段落.这场争论 


激烈地发生在1712年到1713年，这出现在当时的两位著名的数学家约翰.伯努利和 


莱布尼茨①之间关于负数的对数的通信里.伯努利断言它们是实数，并且= 
lnx . 这里是他给出这个断言的一个 理由： 由等式 (- X ) 2 = X 2 得到， 2 ln (- rr ) = 
2\ nx . 莱布尼茨则断言负数的对数是个虚数，并且等式 ln (- x ) = lnx 不成立，特别, 
ln (- l ) ^ 0. 这里是莱布尼茨用到这个断言上的理由 之一： 如果在展开式 


Ln(l + x ) 



中代入 x = -2,则得到等式 


ln (—1) = 



2 3 



其中的项全为负，从而 ln (- l ) / 0. 

在1749年，欧拉加入了这场争论.他发表文章，在其中他断言，争论的任何一方 
都不对.特别他对伯努利的论证做了如下反驳.由等式 ( x /= I) 4 = x 4 使用相似的方 
法可以得出结论： Ina : + lnx/l = lnx ， 即有 InV^T = 0. 但就是伯努利自己却发现 
了 = f ，而后面的等式是不容置疑的，欧拉写道.这是因为“有充分的理由表 
明这个发现是最可靠的分析工具”.对于莱布尼茨的上述理由，欧拉也认为是不可信 


的.他给出了下面的例子：如果在展开式 



1 + x 



1 — x -H x 2 


—x 3 + • 


• • 


中一次令 a : = -3,而另一次令 X = 1，并将结果 相加. 则得到等式0 = 2 + 2 +10 + 
26 +…，在它的左端等于0,然而，如欧拉所写，“右端表明不为 零”. 

在上面提到的那篇文章里，欧拉提出了所争论问题的一个正确解答：负数（其 
他还有复数）的对数是个无穷多个值的集合.他的论证是很有趣的.值2/ = In 2 ：由 
方程 rc = 0 = (1 + 定义，其中 i 为“无穷大的数”(欧拉的用词).由此得到 
y = 办 1 々- 1)，而数是“具有无穷大指数的根”，从而具有无穷多个值，一般来 


说,是复数. 

同样有趣的是，在1761年达朗贝尔在这场争论中站在了伯努利一边，反对莱布 


尼茨和欧拉. 

3. 反三角 函数. 它可以通过根式和对数简单地表达.譬如，我们来求对于反余 
弦的这样的表达式.解方程 costi ; = z ， 或者+ e — ，= 或者，最后为 


e 2iw - 2 ze iw + 1= 0. 


①关于这方面的更详细的情形可以阅读 A. M. MapKyraeBHH 的书《解析函数论的历史概述》 
(M •- J 1 •: 4>M3MaTIM3, 1951)； 我们在这里使用了他的叙述 • 
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这个对于 e 〜的二次方程，我们求出 



(我们在这里没有写出通常的符号土，这是因为根据我们的平方根定义，故而具有两 
个值).还要注意，由后面的这个等式得到 

w = Arc cos z = i Ln(z + y / z 2 — 1) (15) 

(我们将 i 而不是像似乎应该地那样将 i / i 放在对数之前，是由于有关系式 = 
z - ^/ d ，对数前的符号改变归结为在根号前的符号改变，而后者同样 2 具 4 k 两 
个值). 

对于其他的反三角函数成立类似的表达式，例如 

Arc sin z = —i Ln(iz + \/l — z 2 ) 9 


Arc tanz = 


i L ni^ 

2 i 1 -iz 


(16) 


公式 （15) 和 （16) 使我们想起了熟悉的反双曲函数的公式，这并不奇怪，因为在复分 
析中，三角函数与双曲函数是直接相关的（参看第14小节). 

反三角函数是解析函数，并且在公式 （ 15) 和 （ 16) 中，运算必须像上面通常那样 
(借助于分支）来 理解； 它们的定义是合理的. 

4. 广义的幕函数.这是指《； = #，其中 a 是任意的复数，它由关系式 

^ = 2 ° = e aLn * (17) 

定义，是一个解析函数.对于实的指数 aeM , 可以区分为三种 情形： 

( a ) a 为整数.在这种情形，函数 （17) 为 单值: 对数函数的多值性被指数函数的 
周期性消去.所以该函数当 a > 0在 C (去掉点2 = 0) 上全纯，而当 a < 0在 C \ {0} 
(去掉点 z = oo ) 上全纯. 

( b ) a = p / q 为有理数（我们假设其为既约的).这里对数的多值性部分地被指数 
函数的周期性消去，函数 （17) 对于每个点 z ^ O ^ oo 给出相应的 g 个不同的值.它 
们等同于解析函数忉= 

( c ) a 为无理数.这里相互之间相差 2 am 整数倍的 aLnz 对应于 e aLnz 的不同 

值.在前面情形所观察到的消去情形不再发生，而函数 （17) 对于每个 2 / 0，# oo 给 

出相应的可数个值的集合. 

现在设 a = a + t ^, /3^0,不是实数.简单地表示为 

z a _ e ( a + i /3 )[In r + i ( V ?+2 fc 7 r )] _ In r -0(( p +2 kn ) e i [0 In r ^ a (( fi +2 kn )] 

(其中令 Z = re % 而 fc 为任意整数).这表示，在这种情形下对于每个复数 2^0,# oo , 
这个函数具有可数个值的集合，它们的模 r a e -^ e ~ 2k ^ = poe ~ 2k ^ 构成双向无穷 
的几何级数，公比为 g = e ~ 2 n 0 , 而幅角 /?lnr + a <^ + 2 kna = 咖 + 2 kna 当 a / 0 时 
是双向无穷的算术级数，公差 d = 27ra; 当 a = 0 时，幅角都相等 • 


例如①, 


§9.解析函数 


• 129 • 


^ =e iLni = =e -(i+2fctr) fc = 0 ， ±1 ，”. • ( 18 ) 

5. 广义 的指数函数.它是 w = a '其中 a / 0, / oo 为任意 复数，由 关系式 



_ e zhna 



定义.这里采用了在某些地方不甚合适的词汇.事实上， （19) 不是在通常语义下的函 
数,这是因为 Lna = ln | a | + i arg a 2 km ( A : = 0, ±1, • • •) 取无穷多个值，因而 a z (对 

2 非整数）为多值, 但它不是解析函数， 这是因为，如果从对数的值中选出一些给它， 
得到的一些元将不是相互解析延拓的. 

因此， V 应该作为不同的（整）函数 


e «(ln |a|+i &rga) e 2knz 


(fc = 0, 土 1，..-) 


的集合来考虑. 


习题.证明，对于正的: r , 由公式 /( x ) = ar x 给出的函数可全纯延拓到去掉射线 
(- oo ,0) 的平面 C 上; 求值 /( i ) 和# 


31. 奇点 


在第25小节我们考察了全纯函数的奇点（仍称它们为 单值性奇点) • 然而,举例 


来说，点 


0 是解析函数 





sfz 的奇点，不属于第25小节所引进的类别.因此我 


们在这里要引进解析函数的奇点概念，从而提出了推广这个分类的任务.如同在25 


小节中那样，我们仅限于孤立奇点的简单情形. 


定义 1. 称点 a e E 为某个解析函数的孤 立奇点 是说，如果存在点 a 的有孔邻 
域 V ，使得属于这个函数的某个元 F = ( C /, /) 可以沿任意道路 7 C ^解析延拓. 

对于解析函数 W 和 Ln2 , 点2 = 0和 2 = oo 便是这样的例子（作为这两个点 
的 V '可取作圆环 {0 < M < oc }). 对于函数点 ; j = 0 和 2T = 00 的奇性由 
yfz 的奇性所规定，而2 = 1的奇性由具有极点的该函数的一个分支（对于 W 的当 
2 = 1时等于 -1 的分支）所规定（另一个分支，对于它当2； = 1是等于1，在此点为 

正常). 

对于解析函数的孤立奇点的分类，我们将按照它们沿闭道路7 C V '的解析延拓 
的元的行为来进行. 

引理•设 a 是某个解析函数多的孤立奇点， V 是如定义1中的那个有孔 邻域. 
如果元 F 0 e ^ 在沿某个闭道路70 C V 绕圈时不变@，则由 F 0 延拓到得到的 
任意元 F 在通过任意在 K ' 中同伦于70的道路7延拓时也不变. 

①这个有点生造的例子肯定让人非常吃惊:我们把虚数 i = 提高成 n /^ 的虚幂从而得到 

了无穷多个值，但它们竟然全是实数！ 

⑦或者被等价于起始元的元所替换（如果所考察的元不是典范的). 
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证明 • 设入为 V 中由 F 0 转移到 F 的道路 ，7 = A - U 7 oUA (沿顺序 A -， 70 , A 
进行;参看15小节). 

在 W 内的连续形变由以逐渐变化的 A 为终结和 A - 为起始的切口组成（在图 
60上画岀了一段切口)，我们可以将 7 形变为 70 , 即 5 〜 70 (闭道路〒与 70 在铲 
中同伦).根据条件 7 〜 70 , 因而有 7 〜 T 进一步设 〒与 T 有共同的起点与终点（因 
两条道路都闭，它们重合)，而元 F 沿 V '中任意道路延拓.所以由一般的单值性定 
理 （28 小节的定理3)， F 沿7与沿7的延拓结果重合. 口 



图 60 

由这个引理得出，沿在 V '中同伦于零的闭道路的延拓不改变元（因为这样的道 
路可收缩为在任一个元的圆盘内的道路，而沿后者的延拓显然不改变 元). 因此在我 
们的研究中只对沿在 V '中不同伦于零的道路的延拓有兴趣. 

定义 2 .设 a 为某个解析函数的孤立奇点， V '为在定义 1 中那样的有孔邻域， 
且70 C W 为包含了点 fl 为内点的闭若尔当道路.分为两种 情形： 

( I ) 如果沿70绕圈不改变原来的函数元，则称 a 为单值性奇点 •， 

( II ) 如果沿 70 绕圈导出了与原来不同的元，则称 a 为多值性奇点，或者分支点. 

在情形（ I )，初始元沿任意道路 AC ^的延拓给出了同一个元，其中这些道路 
均引向固定点 z e V . 事实上，如果存在两条道路 Ai 和 A 2 给出不同的元，则闭道 
路 7 = U A 2 C K ' 使元有了改变.然而道路 7 或者同伦于零，从而按照上面所做 
的注释这时不可能改变元，或者同伦于绕（按正或负方向）数次的道路 70, 而根据引 
理，也不改变元.这个相反的情形证明了所作的论断. 

由此得到，在情形（ I )，初始元沿属于 V '的道路的延拓给出了单值的，即在 V 
全纯的函数/，它是所考虑的解析函数的一个分支①.点 a 是第 25 小节意义下/的 
孤立奇点.按照趋向于 a 时/的行为，这个点可能是可去点，极点，或本性奇点.（但 

①起始元沿不属于 V '的延拓可能给出具同样中心的另外的元，使得所考虑的解析函数可能不 
是单值的.解析函数 1/(1 +力）任意元沿属于 ^ = {0<|z-l|<l} 的道路的延拓给出了单值函 
数 (1/(1 + y / l ) 的两个分支之 一)， 但是沿绕点 Z = 0 的闭道路则将属于一个分支的元转变成了属 

于另一个分支 的元- 
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是，如果初始元是典范的，则应排除可去点情形，这是因为这时元的收敛圆盘包含了 
点 a .) 

在情形 （ II )， 初始元沿属于 V' 的道路的延拓的解析函数不能在 W 中挑出分 
支®.我们将情形 （ II) 分为两个子类 • 

( Ha ) 存在整数 n > 2使得在沿同一方向经过绕 70 n 圈给出了原来的元.这时 
称 a 为有限阶分 支点，而称具有上述性质的这些数 n 的最小者 为分支的阶. 

不难看出，如果将％换作任意在 V '同伦于 7 o 的道路 7 时，分支的阶不变.事 
实上，我们以 h 代表按同一方向绕7免次得到的道路（如果 fc > 0,同于7的方向， 
如果 A : < 0则相反)；如果7〜7。，则&7〜 A ：7 o , 并且根据前面引理所证明的，绕^7 
和或者两者同时改变或同时不改变原来的元.留给读者去证明，如果任一条闭 
道路7 C 不改变原来的元，则这条道路同伦于整倍数（正，负，或零）的道路 n 7o , 
其中 n 为点 a 的分支阶. 

( lib ) 不存在像情形 （ Ila ) 中这样的整数 n ， 即按同一个方向围着70绕圈，总给 
出了一个个新的元.这时称^为无 穷阶分支点， 或者对 教型分支点. 


例. 

1. 函数；在点 2 = 0和 2 = oo 有 n 阶分 支点. 函数 Lnz 在这两点有对数型 


分支点. 


2 . 函数^在点 
数（这可由在圆环^ = 


z = 0有可去奇点，而在点 z = oo 
{0 < | z | < 00 } 中成立的展开式 


为本性 奇点； 它是个整函 



看 出). _ _ 

3 . 函数 Ve z：t 4- 1 在方程 e z2 - j-l = 0的所有根，即办= v / Ln ^ l ) = 土 \Ari + 2 kni 

上有2阶分 支点; 点 oo 是它的非孤立奇点 • 

4 . 函数 1/ Lnz 在点 z = 0和 2 =： 00 具有对数型分 支点； 当 2 = 1时，在圆环 

{0<| z |< l } 中的一个分支（主分支）具有一阶极点，其他的分支在此点为全纯. 

5. 我们来仔细分析一下解析函数 _ 

10 = Y 1 + y/z 

的例子.里面的根式在点2 = 0具有 2 阶分支点.如果在邻域 U f = {0< | z | < 1} 我 
们选取圆盘 u ^{\ z -\\< |},则在？7中可分出这个函数的 4 个不同的分支/〃，它 
们被两个根式的不同的符号所刻画.设 / i 为其中一个分支；元巧= ifJ . h ) 在沿圆 
{ 70 : z = ie'S 0 < ^ 2 tt } 的延拓后，转换 为元巧 =： ( C /， / 2 ),其中/ 2 为另一个分支， 
这是因为当这样绕一圈时，里面的那个根式改变了符号.再次绕70 —圈时则重新给 
出了元 R ， 这是因为绕70不改变外面那个根式的符号，它的分支点在2 == 1.完全 


①但是在 V ，还是有可能存在所考虑函数的那样的分支，它们是由初始元沿越出 W 的道路延拓 
得到的（参见下面的例 5). 
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在同一个关系中，其他两个分 支有： / 3 = - A 和 /4 = -/2. 因此 ，在点 Z = 0 ,所考虑 

的函数有两个2阶分支点. 


转而研究点 


Z 


在该点对于里面的根式的一个值,外面的根式表达式化为零. 


设 r 




{ o <|^- i |< i},y = {| z - i |< i }, 以及如为我们的函数在圆盘 v 中的4 


个 分支. 设 pi 和仍（仍= - gi ) 为那些分支，它们对于之 


时里面的根式取值等于 


-1. 绕圆 {7 i : 2 == 1 + 0^ t ^2 n } 不改变里面的根式的分支，但改变了外面根 

式的符号（当2走过圆71时，点 C = 1 + 走过 C 平面上的一条以点 C = 0 

的若尔当闭道路,这里 




y / i 的根式是已选定的那个分支)，所以在这样的绕圈 
后，元 ( V ,5 i ) 转换为元（％ 仍). 第二次绕圈 71 又一次改变了外面根式的符号，从而 
重新给出了元 （ K , 仍). 对于另外的两个分支 P3 和 p 4 (如= -93), 对于它们来说，里 


面的根式在2 = 1等于1，当绕圈 71 时它们没有改变（这时，具选定了的根式分支的 


点 C 




1 + 画出了一条包围了点 C = 2 而没有包围点 C = 0 的若尔当闭道路)，因 


此，那样的绕圈将元（％仍）和 （ K ， P 4 ) 转换到自己.这样， 在点 z 
便具有一个2阶分支点以及两个正常的非分支的点①. 


1，所考虑的函数 


为了研究这个函数在点 z = oc 的情形，需要取有孔邻域 = { l < | z | < oc } 
即在它中间的圆盘,替如，圆盘 W = {|2-2| < 1}. 设 （ W/u) 为该函数在圆盘 W 
的 4 个分支中的一个.绕圆 {73 ： ^ = 2e' 0^ t ^2 n } 既给出里面根式也给出外面 
根式的符号改变（这时，点 （ =1 + 对于任意选取的根式的一个分支都描绘出围 
绕点= 0 的闭道路)，于是它给出了另一个元 { WMI 第 2 次绕 73 则给出了第 3 
个元 （ Wh), 第 3 次则给出第 4 个元 { WM ), 而只有第 4 次绕 73 回到了原来的元 
W/n). 因此,在点 2 = oo 所考虑的函数具有 4 阶分支点. 

C 中剩下的点都是这个解析函数的正常点了. 



图 61 


在图61中显示了我们的研究结果的图示 . # 

我们将把注意力放在有限阶的分支点的更详细的情形上.我们要证明，在这样 
的点 a e C 的邻域中，解析函数可以用 Z - a 的分式幂的级数来表示，它是洛朗级数 
的推广，称之 为皮瑟 级数® 

定理.在一个 n 阶的分支点的一个有孔邻域^ = {0 < |^ - a | < R } 中的解析 


①元 和 ( U , ff 4 ) 不是典范的，这是因为它们的收敛圆盘大于 R 
® 皮瑟 （Vector Puiseux, 1820—1883), 法国数学家;他关于级数的工作出现在 1850 年. 


函数①可以用形如 
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w = Ck(z - a) k ’ n 

/c=— 00 


( 1 ) 


展开式表示. 

证明.令2 - a = C n ; 当点 C 在 < 平面描绘一个充分小的圆 A : C = pe ir , 0 ^ 
t 彡 2 tt 时，对应的点 z = a + C 则描绘了圆70 : z = a ^ p n e i \ (0 彡 t 彡 2 tt ) n 圈•因 
为所考虑的解析函数的初始元在这样的绕圈中不变，故对应的被考虑为依赖于变量 
C 的函数 w 的元在绕 A —圈时也不变. 

由此得到 ， C = 0 是这个函数的单值性奇点，这意味着，在点 C = 0的一个邻域 
中它可以洛朗级数 ^ 

w = ^2 c “ fc . ⑺ 

fc= —OO 

表示.在这里代人 C = \/ z 一飞 —(z - a ) 1 /' 便得到了展开式 （1). □ 

该定理对于情形 a = oo 仍然成立，这只需取 V ; = { R < k | < oc }, 并在公式 （1) 
中令 a = 0即可. 


例. 利用二项式级数不难对前面考察过的例5中的解析函数写出它的皮瑟展 
开式.在圆环= {0 < 2 < 1} 我们有 



在圆环= {1 < \ z \ < 00 } 中有， 





而在圆环 = { o < | z - i | < 1 } 则有 


yjl + y / z = yjl±(l + ( z - I))" 2 = 






• 籲 





# 


依照解析函数的分支的皮瑟展开式的“主部”的情形，分支的性态当 z — a 时 
各不相同.对于 aeC , 如果在展开式⑴中没有负的项，则这些分支在 a 连续（如 
v/i 和在点 z = 0); 如果那些项为有限个,则分支趋向于无穷（如忐当2 — 0); 
如果这些项有无穷多个，则当2 — a 时这些分支不趋向任何极限（如 e 1 / 々和 sin 夫 
在 z — 0 时).当 a = 00时，分支的性态依赖于具正 A : 的首项 • 

当解析函数的分支在逼近有限阶分支点时趋向于有限或无穷极限，我们则称此 
点为函数 的代数奇点. 将解析函数分支的极点作为这种点对待也有方便之处•称解 

①更准确地说,是属于这个函数的元的集合，它们是从某个元沿所有可能的道路 7 c V 的延拓 
得到的. 
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析函数其他的孤立奇点（即无穷阶的分支点，以及在它们的邻域中分支的行为不确定 
的有限阶的分支点，还有分支的本性奇点） 为超越奇点. （例如，对于函数 
点2 = 0 和2 = 00是代数奇点， 而在点 2 = 1 对于使 VT=-1 的分支是超越的 .） 


习题. 

1. 全纯函数/的每个零点必定是 y / JW ) 的分支点吗？ 

2 . 求出解析函数的所有 奇点； 它们中哪些是代数的？ # 


§10. 黎曼面的概念 


解析函数可以赋予平面区域的点几个（甚至可数个）值.在这一节里，我们不去 
看平面区域而去考察多叶曲面，它们可以看作是展开在平面区域上的，并在点^上 


方所具有的“叶数”与该解析函数在这点具有的值的个数一样多.因此在这样的曲 
面上解析函数可以看作这个词的通常意义下的函数（即作为单值函数). 


32. 基础方法 

我们从最简单的例子着手.考虑区域认它是在平面 C 沿负半轴切开得 到的； 在 
其上解析函数 

W = y/z ( 1 ) 

有两个分支 A 和/ 2 .设 /l 由条件 / l ( l ) = 1刻画，而/2则由/2(1) = -1 刻画；显 
然对于所有 zeD 我们有 f 2 ( z ) = - h ( z ). 这些分支将 D 分别 一一 和共形地映射到 

w 的右半和左半平面，我们以和％分别表示它们. 

取区域 D 的两个拷贝，并将它们安排得像在图 62( a ) 中表示的那样， 一 个在另 
一个之上.在图62上也指出了在区域 D 中切口的两侧及 w 平面的一段虚轴：相对 

应的部分以同样的图形标出. 



图62 


将区域 D 的第一个拷贝的切口的上侧与第二个拷贝的切口的下侧粘合，并相应 
于此,我们沿上半轴粘合乃？和 dj (这些部分全都用图形 -)-1-1- 标出).然后再 
粘合剩余的还未粘合的 D (以及 DI 和％)的切口的另一侧，它们以图^ -II - I 卜 
标出（在三维空间中，第二个粘合不可避免会自交，但我们约定那些经过标出的不同 
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曲面的自交部分的半直线是不重合的). 

称所得到的双叶曲面（它显示在图62 ( c ) 上）为解 析函数的黎曼面. 这个根 
式可以看成是在它上面的函数，在这里的函数这个词是指通常意义下的，这是因为我 
们对于该根式在每个点勿# 0, ^oo 所给出的两个值可指派给在; jo 上面的曲面的 
两个不同的点.负半轴 R- = (- oo,0) 的点也没有被排除，这是因为它们中的每个也 
位于该曲面的两个点上（实际上，我们已约定属于曲面自交线上不同叶的点不重合). 
只在点 2 = 0 和 2 = OO 根式仅与 一 个值相关联,所以我们认为在 2 ： = 0 与 2 = 00 上 
面只有曲面的一个点.在这些点我们曲面的两叶连接在 一起； 称他们为该曲面的分 
支点. 

完全一样地，可建立解析函数 


w = \fz (2) 

的黎曼面.它是 n 叶的曲面;在每一点2 ^0,^ oo 上有此曲面的 n 个点（称它们为 
它 的普通 点)，而在 z == 0和 2 = oo 上只有一个点.在图63的 ( a ),( b ) 上显示了位于 
函数％ 的正常点和奇点的邻域上方曲面的相应 部分； 负半轴上方的曲面的部分没 
有被 排除； 在这些点的邻域上方曲面的部分显示在图63 ( c ) 中.因为我们不考虑曲 
面的自交，故曲面的这一部分从拓扑上来看与图 63( a ) 之间没有 差别： 所考察的部 
分由三个互不连通圆盘组成. 



(a) (b) (c) 

图 63 


对数 

w = Lnz (3) 

的黎曼面是个无穷叶的曲面.它的结构显示在图64上.我们再次选区域 D 为带有 
沿负半轴的切口的平面 C ， 并在其上选取对数的主分支为 

yj = fo(z) = - In \z\ + iarg 2 (― 7r < axgz < tt). 

这个函数单叶和共形地将 D 映射到带形区域 

> { —7T < Im W < 7r} 

上；切口的两侧和带形的边界如图 64 所示. 

对数在区域 D 中具有无穷多个分支 

w = fk(z) = fo(z) -f 2kni (k — 0, ±1, • • •)> 
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它将 D 映射到带形而它则可以 27 Ti 的整倍数的比例平移到 1^. 有鉴于此，我 
们取可数个区域乃的拷贝，并将在第 0 个拷贝的切口上侧与第 1 个拷贝的切口的 
下侧相粘合，而第 0 个的切口下侧与第 -1 个拷贝的切口上侧相粘合（图 64). 然后 
对于剩余还未粘合的切口，我们分别地将第2个拷贝的切口下侧与第_2个拷贝的 
切口上侧相粘合,等等. 

在每个点 z / 0, ^ oo 的邻域的上方有由可数个分离的圆盘组成的 集合； 我们 
对于每个圆盘指派了一个标有相应序号的在此邻域上有效的对数的分支（负半轴的 
点未被排除).因此对数可以看作为在所构造的黎曼面上的通常意义下的函数.在点 
2 = 0 和 z = oo 上，对数没有定义，因此我们可以认为它的黎曼面在 z = 0 和; 2 = oo 

上没有点. 





作为更加复杂的例子，我们考察反正弦函数 

w = Arc sin 2 (4) 

的黎曼面. 

我们已在第 14 小节看到，函数 z = sin 加单叶且共形地将半带形 {- tt /2 < 
Hew < tt /2, Imw > 0} 映射到 z 的上半平面.可清楚看到，在这个映射下，整个带 

形 {- tt /2 < Rew < tt /2} 映到带有沿射线 （ oo ，- l ] 和 [l ， oo) 的切口的 2 平面上. 

我们以 G 表示后面这个区域，并以 w = go(z) 表示那个将 G 映射到带形= 
卜 tt /2 < Kew< tt /2} 的反正弦的分支（这个分支也可由条件如⑼= 0刻画).因为 
反正弦具有可数的分支集合，故对于其黎曼面的构造我们应该取区域 G 的拷贝的可 
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数集合.对于第 A : 个拷贝 （ A : = 士1，… ） 我们指派给它反正弦的第 fc 个分支 w = g k { z \ 
它将 G 映射到带形= {- f + A : tt < Rew < f + Ajtt } (它也可由条件仉 ⑼= kn 
刻画). 

要继续做的是，在它们不同的拷贝的区域间按照它们的像的粘合那样进行 
粘合.从图65可清楚看到所做的. 

最后得到了一个无穷叶的黎曼面，它在点2 = 土1 上方有一个可数个分支点的 
集合， 在点 z = oo 上它具有两个对数型分支点（一个是区域 G 的偶数号的拷贝构 
成，另一个则为奇数号的).通过反正弦的对数表达式 

Arc sin 2 : =—% Ln ( \/l — z 2 - I - iz ) * 

的研究也可得到同样的结论. 

33. 一般的方法 


在这里我们要引进作为抽象的豪斯多夫拓扑空间的黎曼面的一般概 念®. 
我们考虑以偶对 


A = {aJ a (z)}, (1) 

为点的集合汎其中点 aeC , 而函数 

( y ^ Cn(z - a ) n ， 如果 a G C , 

n ^° ( 2 ) 

如果 a = oo ， 

在某个具中心 a 的圆盘 C / a 中全 k ; 为了确定性，假定 R 为对应的级数 （2) 的收敛 
圆盘.我们在识中以如下方式引进 拓扑: 对于点 A e 的 e - 邻域 U(A), 我们理解 
为点 S = {6, f b (z)} 的集合，使得⑴&属于点 a 的 e - 邻域（即，如果 a € C 则为 
{\z-a\ < e }), 而如果 a = oo , 则为{|爿 > 全}), (2) 元 (Ub, fb) 是元 (U a , f a ) 的直接解 
析延拓. 

可以将点 A 表示为在32小节所叙述的在基础意义下的位于 aeC 上的黎曼 
面的点.我们对函数 / a 所加以的解释等于是解释了该点所属于的那个曲面叶.邻域 
U(A) 由同一叶的其投影在点 a 的那个邻域中的点丑组成（图 66); 另外叶上的投影 
也在同一个邻域中的点（像在图66中的 SO , 不算属于 U(A). 

不难看出， 所描述的这个拓扑在汛上引进了豪斯多夫空间的结构. 我们来验证 

分离公理：如果 A ^ 则或者 a 一 6,或者 a = 6,但 / a 一 /&. 为了在第 一 种情形 
中构造不相交的&04)和 U { B ), 只要选取在 G 中 a 和6的不相交的邻域即可，而在 
第二种情形，选取 e 充分小，使得点 a 的£邻域属于两个级数 / a 和 A 的收敛盘， 
构造 U(A) 为包含了所有那些点 （ C ，/ c ) ，使 (U c , f c ) 为 (U a , f a ) 的直接延拓，而 _ 

①称拓扑空间 X 为豪斯多 夫的是&如果它的邻域满足如下 的分离 公理: X 的任意两个不同点 
存在有不相交的邻域. 
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则为包含了所有那些点 （ c ，/ c )， 使得 ( U c , f c ) 为 ( U b J b ) 的直接延拓（邻域 U ( A ) 和 
0( B ) 不相交，否则元 ( U b , f b ) 就会和 ( U a J a ) 重合). 

可以定义空间识到 G 的投射 为映射 

^ : {aj a (z)} a. (3) 

这个映射整体上不是相互 一一 的，这是因为在贝上可能存在无限多个点具有同 
一个投射像.然而局部地，它是相互 一一 的.事实上，如果点 b 属于 f a 的收敛圆盘， 
则元 ( U a , fa ) 的直接解析延拓 ( U b , f b ) 被完全确定，从而在充分小的邻域 U ( A ) 中只 
存在一个点的投影为 6. 显然 （3) 还有其逆映射连续，因此 该投射是局部同胚. 

该投射将 U ( A ) 变换为平面 C 的一个 圆盘； 实行一个将此圆盘变到单位圆盘 
{Id < 1} 的附加的分式线性映射,则可假定在 U ( A ) 中定义了一个同胚 

T U : U ( A )->{\ C \<1}. ⑷ 

每个点 B e U ( A ) 一一 地被它自己的投影6所刻画，从而被单位圆的点(：= 
T V ( B ) 所刻画.所以 C 可以看作是作用于邻域 U ( A ) 中的局部 参数. 

如果两个邻域 I/，V C 识 相交，则在参数圆盘的对应于这个交的部分区域上有 
相互间的 映射： 

w = Tv (5) 

称它为邻 接关系 （图 67). 因为邻接关系是分式线性映射的复合，故而它们也是分式 
线性，即共形. 



(ICI < 1} 


图67 


{M < 1} 
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定义 i . 设一个豪斯多夫空间被一个开集系所覆盖，其中每个开集同胚于圆盘， 
并且这些同胚生成的所有邻接关系均是共形映射，则称这样的空间为（一维)复流形. 

因此我们证明了 


定理 1. 空间汛是一个一维复流形. 

我们将在本书的第二卷中考察髙维的复流形. 

空间贝显然不是连通的.但当它的点 { aj a ( z )} 是使 / a 为一个解析函数的分 
支时所形成的任意子集％则为连通的.事实上，如果点4 = { a ,/ a } 和 B = { bj b } 
属于％，则元 0/ a ，/ a ) 和 { U b J b ) 可相互通过沿某条道路7 : [ a , P \ C 的延拓得 
到.于是对于任意 t € [ a ,/?] 有烏= [ a t , f at ] eO \ o . 实际上，连续映射 ( a ,/?] — %定 
义了 IHo —条连接点4与 B 的 道路. 因此， IRo 甚至是道路连通的（参看4小节)•除 
此以外，％在每个点 A 含有某个邻域 U { A ), 即一个开集.故％是空间识的一个 
区域. 

我们已证明，每个解析函数对应了空间91的一个区域.显然，相反，识的每个区 
域对应了某个解析函数®.因此我们证明了 

定理 2. 在解析函数与空间汛的区域之间有相互-的对应. 


定义 2. 设空间汛的区域％满足条件：属于它的点 A = { aj a ( z )} 的全纯 
数 / a 是一个解析函数的分支，则称这个区域％为这个函数的黎曼面. 



我们已经进人到黎曼面的一般性概念了.这个概念的思想在于，我们可以将每 
一个解析函数看作是在它的黎曼面上的一个通常意义下的函数（即单值的函数).事 
实上，按照黎曼面的构造，有多少个点 A 被投射成点 a ， 该解析函数就有多少个以 a 
为中心的不同元 ( U a J a ), 即构成解析函数在这点 a 的多少个不同的值. 

因此， 解析函数多是在它的黎曼面上的点的 函数： 


F : A = { a , fa } ^ fa 


( 6 ) 


(但不是平面上点 a 的函数). 

在复流形上，就像在黎曼面上那样，可以引进全纯函数的概念,那么解析函数在 
它自己的黎曼面上也就是全纯的了（参看第二卷 §5). 

在前一小节所考虑的基础意义下的黎曼面，可以看作为一般性黎曼面的一个模 
型.我们注意到，在函数论中还考察了其他的模型.例如可以不从多值函数而从单值 
函数出发来构造黎曼面,使得这些函数在它们上为相互 单值: 这时，（多值的）反函数 
将（单值地）将平面区域映射到所构造的曲面上. 

譬如，我们来构造一个曲面，在其上指数函数 U ； = e * 是与它相互 一一 的.我们 
知道，它将那些也只有那些相互之间相差 27 Ti 整数倍的点变换成一个点 （13 小节). 


® 为证此，我们可利用在 W 上任意区域均是道路连通的这个事实（请证明). 
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因此，为了我们的目的自然将点 a -h 2 km 视为等同，这里的 
整数. 




0,士1，...是任意 


换句话说，设 G 为平面 C 以 2 W 整数倍的向量平移 


S : z z 2 km (k = 0, ±1, • • •) (7) 

的集合.显然， G 构成一个群（相对于复合运算，即变换的相继作用)，它是所有分式 
线性变换的群（参看第8小节）的子群 A . 我们以 [ aj G 表示点 aGC 关于群 G 的等 
价类，即所有点 S ( a ) 的集合，其中 S € G ? (也即是说所有点 a + 2 km , fc = 0, 士1，… 
的集合).我们以 C / G 表示这样的等价类的 集合； 后面这个集合的元素可以看成将点 
a 4- 2 km ( A : = 0, 士1，…）等同形成的. 

现在在集合 C / G 上引进拓扑.为此对于点的邻域我们约定为点 Wg 的集 
合，其中2 € C 为等价类 [ a ] G 的任一代表元 a 的邻域（在 C 拓扑下）中的点.因此， 
C / G 转换成了拓扑空间. 

这个空间可以直观地以以下方式表示.选取等价类 Wg 的代表元，使得它们位 
于带形 {0 ^ Im z < 2 tt } 内.对于0 < Imzo < 2 n 的点勿的邻域可表 7 K 为以卻为 

中心的充分小的圆盘,而对于 hn Zl = 0 的点 q 的邻域则是两个半圆盘的集合（图 
68). 如果我们从这个带形粘合成像在图68所显示的圆柱，则所有的点的邻域都是 
圆柱上的自然的邻域. 







图68 

这样，所考虑的具有所引进的拓扑的空间 C / G 便成了三维空间中的一个圆柱. 
这个圆柱可以看作为指数函数的黎曼面（对数函数将去掉坐标原点的平面 C 相互一 

一地映射到它上). 

我们再考察一个例子.在第43小节我们将引进一个亚纯函数：楠圆正弦切= 
snz , 它具有两个 周期： 一 个实的 A 和一个纯虚的 ia ; 2; 在矩形 {0 彡 Rez < cji , 0 < 
Imz < uj 2 } 中它是单叶的.因此，为了构造它的黎曼面只要将点 a + fciu>i + fc 2 iw2 等同 
即可,其中的幻和为整数.换句话说，需要考虑运动群 T : z ~* z 4- A：icji +认 2 ^ 2 , 
并考虑空间 C / T , 以点 a e C 关于群: T 的等价类 [ a ] T 作为它的元.在此空间就像上 
一 个例子中那样引进拓扑：点 [ a ] r 的邻域是那些等价类 Wr 的集合，其中的 d C 
是类 Wt 的任一个代表元的邻域（在 C 的拓扑下）中的任意点.这个拓扑的引进将 
C / T 转换成了通常的环面（图69)，它可以看作为椭圆正弦的黎曼面. 

在这一章的最后，我们想描述空间识的另一种处理 方法. 为了进行这样的处理, 
我们首先注意到，在 W 的点是作为偶对 { a , fa} 来定义的，其中的 / a 在点 a G C 的 





[^1 69 


某个邻域中全纯，而这样的邻域选取不是本质的.因此可以认为识的点是该解析函 
数的芽 / a . 在给定的点 a 上的所有芽的集合以符号 O a 表示.因此,集合可以看 
作是集合 O a 的按所有 aeC 的逐元（不交） 并： 

^=\ Jo a . 

06C 

另外，在集合识上可 _ 借助于邻域引进拓扑，而这些邻域可以用芽的语言按如下 
方式描 述：芽 / a 的邻域 G 由所有那些芽 / b 组成，其中6属于某个邻域 R ， 并存在 
U a 中的全纯函数/，使得元 ( U a J ) 是两个芽 / a 和/ & 的代 表元. 如我们所见，这个 
拓扑将识变成了豪斯多夫空间.在此拓扑下，映射 

7 T :识 一 ► C 

将每个芽 / a 相应地变成点 A 并且它是个局部同胚. 

称空间识连同它的映射 7 T 为解析函数的芽层. 这个概念反映了对于解析函数 
概念的局部方法.但它也允许整体的处理. 事 实上，考虑任意的区域 DCC 及在它 
上面的全纯函数 /. 这个函数定义了映射它将每个点 zeD 对应到由 
这个函数在点 Z 生成的芽 / z . 映射/显然在识的拓扑下连续，而复合 7 T 。/ 是区域 
D 上的恒等映射. 

称这样的映射/ 为层识 在区域 D 上的一个 截影.贝 在 D 上的所有截影的集 
合构成了一个环，并且对于它们的代数运算与在任意点 z € D 上的芽的运算一致. 

在这里我们只限于这些描述.层的概念的一般定义我们将在本书的第二卷中进 
行（参看第路小节) • 

习题 

1. 设在单位圆盘中的函数/以泰勒级数表示，其系数非负且收敛半径为 1. 证明, 
此时 2 = 1 是 y 的奇点（普林斯海姆 (Pringsheim) 定理). 

2. 证明，函数/(2) = E "= o ^- 在闭单位圆盘连续，然而不能解析延拓到其范围之外. 

3. 考察级数 E *=1 其中 {« n } 为区间 [0, 2tt) 中所有有理点的集合，而 an 为满足 

E^°=l | an | < OO 的复数.证明，当 H < 1和 ㈤ > 1时分别收敛于全纯函数 / i 和/ 2 ,而它们不 
是相互的解析延拓. 

4. 构造一个函数的例子，它在_盘 C / = {| z | < 1} 中全纯在17上连续，并使得它可全纯地延 
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拓到一个在圆= 1} 上某一个点具有本性奇点的函数. [答案： /( z ) = (2 - l ) e 1 ^ 1 ^] 

5. 设 D 为具光滑若尔当边界7的区域;指出在7上的函数/全纯延拓到 D 中的条件 . 1提 
示： 参照第二章的习题 3.1 

6. 设区域 D 与实轴 R 相交.证明，如果函数/在\ R 全纯且有界，并且当 DDR 

时 1/(4 一 /(幻1 — 0,则/可全纯地延拓到 D 中_ 

7. 证明 ， sin 2 是个 （ = 2：(7 r — ；?) 的（单值）函数. 

8. 证明，函数 z a ( l - z )^ 其中 a 和卢为实数，当 a 十/?为整数时，可以在 C \ [0, 1] 中挑出 
全纯分支. 

9. 求函数 e ^ l + ^ 的分支在点 2 = 1的留数. 

10. 设函数/在切口 = [0, oo ) 之外全纯，并可连续地延拓到切口的边缘，函数/在这些 
边缘的极限值满足关系 /(：r + i0) - /(I 一 i0) = p ( x ), a ; e R +， 其中 9 为整函数， p ⑼ = 0 .证 
明，此时有/ ⑷ =-错 ]nz + h { z ), 其中 In 为对数在 C \ R + 的全纯分支，而 / i 为整函数. 

11. 设函数/像在第18小节定理5中那样，在多连通区域 D 的闭包中全纯.证明，沿在 D 
中两条具有公共端点的道路的对它的积分仅相差 xr ^ rv , 其中为整数，而 

= / fdz (u = 1, ••- , n ). 

12. 证明，在区域 D 的闭包中，像在习题11中的那样，解析函数多具有单值的实部当且仅 
当⑷导数 ，⑷在 D 全纯，及 （ b ) 所有的积分，⑷心为虚数 • 

13. 证明，任何在圆环 {r < ㈤ < H } 中具有单么模的解析函数多有形式 = z a f ( z ) } 

其中/是在此圆环内的全纯函数，而 a 为实常数. 

14. 设函数/在单连通区域 D 全纯且异于零.证明，对于任意整数 n > 0可以找到在 D 中 
全纯的函数 g 使得= /在 D 中处处 成立; 举例说明，该断言对于多连通区域不成立. 

15. 描述逆于 u ; = tanz 的函数切 = Arc tan 2 ：的奇点与黎曼面.[提示 •• 通过 Xt 数求它的表 

达式 1. 

16. 构造环面 


x — (H + r cos -0) cos y?, y = ( i ? + r cosip) siny?, z = rain ip 

到叠合 了对边的矩形的映射 [提 示：环面的弧长微分为 

ds = ^/(丑 + r cos (p) 2 dtp 2 + r 2 di/^ 2 ; 

令 《 = A V = fo 
给出了所需要的映射 .j 


，我们得到 ds = (R + rcostp ) x >/炎 2 + 初 2 . 因此^ (^^?) 


①在后面的章节中我们将看到这样的矩形可以共形地映射到在平面上的双叶曲面(参看第四章 
习题18)，因此知道，环面共形等价于在基础意义下的黎曼面 • 


第四章几何理论的基础 


这一章要带领读者进人复变函数的几何理论.在此将要考察共形映射的基本问 
题，还有所谓的几何原理，它与全纯函数的一般性质紧密相关. 


§11. 几何原理 


34. 幅角原理 

设函数 f 在 AaeC 的有孔邻域 {0<\ z - a \< r } 中全纯，并在那里不取零.我 
们称这个函数在点 a 的对数导数 


f ( z ) = d 

f ( z ) dz 


Ln/(2) 


⑴ 


的留数为函数 / 在点 a 的对数留数. 

除了孤立奇点（单值性的）外，函数/也可能在它的零点处有异于零的对数留 
数.设 a e C 为函数/的 n 阶零点，且/在点 a 全纯； 这时在某个邻域 C / a 有 






( z - a )^( z ) } 其中 P 在 C / a 上全纯，并不等于零 • 所以在 t / a 上有 


尸⑷ 

丽 


n(z — a ) n ^ l ip ( z ) + (z — a ) n ( p f ( z ) 

(z — a ) n ( p ( z ) 


z 


a 


rnp ( z ) + (z — a )( p f ( z ) 

咖） 


其中的第二个因子在 C / a 中全纯，从而可在％中展开为泰勒级数，并且这个展开式 
的自由项等于„ (该因子在 2 = a 的值).因此，在 t / a 中有 


丽 


{n 十 ci(2 — a) + C2(z 一 a ) 2 H - } 


z — a 


n 


z 一 a 


+ ci + C2(z - a) + 




7 


( 2 ) 


由此看出，全纯函数的对数导数在其 n 阶零点处具有留数为 n 的一阶 极点； 在零点 

的对数留数等于这个零点的阶數. 

如果 a 为函数/的 p 阶极点，于是1//在这点有 p 阶零点，而因为 


尸⑷ 

W ) 


d 1 

~di Ln 7Wr 
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故考虑到（2)，我们得到在 p 阶极点，函数的对数导数具有留数为 - p 的一阶 极点: 
在极点处的对数留数等于这个极点的 阶数反号. 

所做的这个注 解给出 了计算亚纯函数零点和极点数目的一个方法.当计算时我 
们采取了 一个以 后也总保持的 约定： 每个零点和极点是 多少， 该零点或极点的个数 
就 计算多 少次.成立 


定理 


设函数/在区域 DCC 上为亚纯①，并且 G 运 D 是边界 


为连续 


曲线的 区域； 又设不包含/的任何零点和 极点. 在这些条件下，在区域 C ? 中设 
N 和 P 分别表示/在这些零点和极点的总数，于是 


N-P 


2 ni 



r ⑷ 

丽 


心， 


⑶ 


其中次？为定向边界. 


证明. 西为 G 运 D , 故 f 在 G 中只有有限个零点 
fell * * * 1 ^ m > 而因为次？既不包含零点又不包含极点，故殳 
应用柯西留数定理，我们有 


• • • ,0( 及有限个极点 
在 dG 的邻域上全纯. 


27TZ 



c 

1 


dz 


^2 res ^ 9 + res 〜分 


⑷ 


但是根据我们在上面所做的注解，有 


TeSa u 9 = n u resb u 9 = 一 Pi /， 

其中〜和〜分别为 零点知 的阶和极点匕 的阶; 将这些代入⑷并考虑到所采取 
的计算零点和极点的约定（据此 ， AT = J ： 〜和 P = Ep ,)， 我们便得到了⑶. □ 


习题.设函数/满足在区域 G 上定理1的条件，而函数 P 在5上 全纯. 证明 


这时有 


2 ni 


L 咖 


/，⑷ 
7 W 


dz 




⑹ 


k 


其中的第一个和取遍 f 在 G 中的所有零点，第二个和取遍 f 在 G 中的所有极点. 
这推广了定理 1: 当 g 三1 时，从 （5) 就得到 （3) (每个零点和极点所取的次数等于它 

的阶数) . # 


所证明的这个定理可给予一个几何的 陈述. 我们以道路 z = z ( t ), OC $ t <0 表 
mdG , 并以少⑴表示 f 沿这条道路的原 函数； 根据牛顿-莱布尼兹公式有 

L ^dz = ^{(3) - $(a). (6) 

但显然， $(<) = In f [ z ( t)] y 其中 f 代表了对数的任一分支，它沿道路连续地变化. 
因为 Ln / = In |/| + iAigf 、 且函数 In |/(^)|单值，故为了挑出这个分支只要挑出分 
支 arg / 就可以了，而它也沿着次？连续地变动. In |/|沿闭道路沉7的增量为零，所 

①我们 0忆一下：称函数/在区 i 亚纯是说，如果除了可能有一些极点外它在刃上为全纯. 


以 


§11. 几何原理 
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$⑼-少 ( a ) = i { arg /[ 2 ⑹】- & rgf [ z ( a )]}. 


记其右端在 i 后的因子为 △ acarg /， 它是所挑出的幅角的分支的增量，于是我 
们可以改写 （6) 为形式 




f 



dz 


i^dG arg /• 


因此，定理 1 可賦予如下 形式: 


定理 2 (幅角原理). 在定理1的条件下，函数/在区域 G 的零点个数 AT 与极 
点个数 P 的差等于这个函数绕区域的定向边界一周时它的幅角增量除以 2 th 

N - P = ^-Aaa arg /. (7) 

Z7T 

显然， （7) 的右端几何地表示了当2沿道路绕一圈时向量 w = /(2)绕点 
w = 0 的圈数.以 aG * 表示道路⑽在映射/下的像，即道路 it ; = f [ z { t)l a < i ^ 
于是这个数等于向量 t /； 绕道路次时的圈数（图 70). 称这个圈数为道路犯 • 关于 
点= 0的 指标， 记为 indo ^ G *. 现在幅角原理可读成 



= indo^G^. 


⑻ 







图70 


注 1. 替代函数/的零点可以考虑它的 a - 点，即方程/⑷= a 的根； 为此只要 
将我们讨论中的函数/换作/ - a 即可.如果 aa 不包含函数/的点（如前，还有 
极点)，则 ， 

Na " p= hL l (^ dz = 去△沉叫 {/ ⑷- a} ， ⑼ 

其中 N a 为 f 在区域 G 中总的零点数.转向平面 t /; = f ( z ), 并引进道路況 ；• 关于 
点 a 的指标概念，则可将 （9) 重写为 

N a ~~ P = arg ( ii ； - a ) = ind a dG *. (10) 

Z7T 

注 2. 公式 （7) 的右端是函数的幅角沿道路的增量，对于任意沿此道路不为零 
的连续函数/它也是有意义的（但它的最初的定义与积分相关， 且与导数 f 相关联, 
即要求函数的全纯性).这个与道路的像的指标相等的量具有拓扑的特 性：它 
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在2和 tl ； 的拓扑变换下不变.人们发现，可以引进关于有零点和极点阶的对于拓扑 
不变的定义（与导数或展成级数无关).于是幅角原理具有拓扑 特性： 它对于所有拓 
扑等价的亚纯函数（即经上述变量的拓扑变换下得到的函数）成立.对这些问题感 
兴趣的读者可以在斯托伊洛夫 （ C . Ctohjiob ) 的书《解析函数的拓扑理论讲义》 ( M . : 
MJI , 1964) 中找到对它们的详细叙述 . # 


我们来举幅角原理的应用 例子: 


定理 3 (鲁敢 ①). 设函数 f 和 g 在闭区域 G 上 全纯， 且边界 dG 为连续 曲线， 
又设对于所有 zedG 


1/ ⑷ I > I^WI- (H) 

于是，函数/和 /+ p 在 g 中有相同个数的零点. 

证明.由 （11) 看出， f 和 f + g 在 dG 上不等于零所以可对它们应用幅角原 
理.因为在況7上/ / 0,故 / + p = / ) 亦如此,从而在适当选取的幅角值下, 

我们有 

A 0 g arg (/ - fp ) = Aac arg / 4 - A dG arg (1 + ~) . (12) 


但因为在 aG 上 I < 1，故在 z e 的变化下， 点 CJ = f 不会越出圆盘 {M < 1}. 
因此，向量切 =1 + w 不可能进行绕点 w = 0 变动，从而关系式（ I 2 )的第二项等于 
0. 故而 △acargj + ff ) = ^dG arg /> 由此，根据幅角原理得到了定理的 结论. □ 


鲁歇定理在计算全纯函数上 有用. 特别，从它可非常简单地得到多项式的基本 


性质: 


定理 4. 任意一个 C 上的 n 次多项式 P n 正好有 n 个根 • 

证明.因为 a 只在无穷远有极点，故它的所有的根均在某个圆盘<丑} 

中.设尸„ = / +仏其中/ = a 0 z n ( a 0 / 0)，而分= ai ^- 1 + •. • +如；有必要时可增 

大 R ， 故可设在圆 {N =丑}上有 I/I > IpI ， 这是因为|/| = IfloliT 1 ， 而沒为次数不超 
过 n - 1的多项式.根据鲁歌定理，尸 n 在圆盘 {M <丑}中具有和/ = a 0 ^ n 一样多 
个的根，即正好 n 个.口 


习题 • 

1. 求在圆环 {1 <㈤ < 2} 中多项式2 4 + 102+1的根的个数. 

2. 证明，任意具实系数的多项式可以分解为具同样实系数的线性式与二次式的 

乘积 • # 


①鲁歇 （ E . RouchS ), 1832—1910,法国数学家 • 

⑦事实上，在 ac 上， I/I > Is ! ^ 0以及 \f + g \^\ f \-\ g \> 0 . 


35. 保区域原理① 


§ ii . 几何原理 
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它说的是以下的重要 定理： 

定理 1®. 如果/在区域 D 上全纯且不恒等于常数，则像= f { D ) 也是个 
区域. 

证明. 需要证明集合 IT 为连通和开.设叫和切 2 为 £>• 中任意两 个点； 我们 
以 A 代表在 D 中叫的逆像中的任一点，而分别地 ，以巧 代表切 2 的逆像中任一 
点.因为集合 D 为（道路）连通，故存在连接点 q 和 z 2 的道路 7 ：[«,/?] 由函 
数/的连续性，像。7为连接点扣 2 和也2的道路；显然，它由中的点组 
成.于是,集合连通. 

设切 0 为 LT 中任一点，而2 0 为其在 D 中逆像的任一点.因为 D 为开,故存在 
圆盘{卜 - zo \ < r } ^ D . 必要时可减小 r ， 可假定 {|z - 功|彡 r } 不含有除去 zo 夕卜 
其他的点（因为/ #常数，故根据22小节的唯一性定理，它的 w 0 - 点在 D 中孤 
立).我们以 7 = { k -2 0 |= r } 表示这个圆盘的 边界； 又设 

= min |/( z ) - (1) 

*€7 

显然 , M > 0,这是因为连续函数/⑷-啊在7上达到模的极小值，那么如果有 M = 0, 
则在7就会存在函数/的点，与我们圆盘的构造矛盾. 

我们现在证明 {| t ^-^ o | < / i } C D \ 事实上，设別为此圆盘中的任一点，即 
\wi - w ； o | < M - 我们有 


f(z) -Wi= f(z) - wo { w 0 - Wi), (2) 

而且由于⑴，在 7 上有|/(2) — u > o | > / i . 因为我们有 | it；o — < M ， 故由鲁歇定理 

f ( z ) - 在 7 的内部的零点的个数与函数 /» - 切 0 在那里的零点的个数相同，即 
至少有一个零点（点％可能是函数/⑷ -吻 的多重零点).因此，函数/在7内部 
取值 i /； i , 即 议1 € D *. 然而 切1 是属于圆盘 {|iu - iuo | < A *} 任意点，于是，整个圆盘 
属于的开性得证. 口 


注.我们已经看到，集合的连通性质要求函数/的连续性，而在证明开性质 
时则利用了唯一性定理和鲁歇定理，这些是在上面对于全纯函数建立的定理.对于任 


意的连续函数关于像的开性质的断言并不成立，以下的例子可证实它.设/ = x 2 - fz 2/, 
而 D =化| < 1}; 于是 ！>• = f ( D ) 不是个开集，这是因为 D 的竖直直径上的点（是 
该圆盘的内点）变成了 的边界点了. 

但是可以证明，保区域原理（同样还有它所基于的唯一性定理和鲁歇定理）具有 
拓扑特性，也就是说,对于所有拓扑等价于全纯函数的所有函数都成立 . # 


® 这一般被称为“开映射定理”.一译注 
⑦此定理可追溯到黎曼 （1851 年). 
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习题. 

1. 无须任何计算，请解第6小节的公式 （12) 下边的习题 （2). 

2. 设函数/在 {Imz > 0} 全纯,并在实轴上取实的值而且 有界; 证明/三常数. 

# 

类似的，然而却更加细致一点的考察可给出关于全纯函数局部逆问题的解.该 
问题可表述如下. 

已知 函数也 = f ( z ) 在点 z 0 全纯； 要求找出在点 u ; 0 = f ( z 0 ) 解析的函数 2 = 
g ( w ), 使得 g ( wo ) — zq 并且在 u ； o 的某个邻域中有/。= w . 

在解这个问题时应该分成两种 情形： 

I . 点20不是临 界点： r ( z o )^0 像在证明保区域原理时那样，我们选取除中心 
外的其他任何吻-点的圆盘{|2 - 勿| 彡 T *}， 并根据公式 （1) 定义 /i > 0.设 M 为圆 
盘^ 中的任意点；则同样的讨论（应用公式 （2) 和鲁歇定理）表明函数 
/在圆盘 {| z -2 0 |< r } 中 取值叫 的次数与取叫的一样多.但在圆盘{|2-甽<心 
上只在点 z 0 取值邮,并且又由于条件 f ( zo ) ^ 0知其为单重. 

因此，函数/作用圆盘仆 - zo \< r } 上可从圆盘{卜 - 购 | < 中取任意值， 

而且只取一次.换句话说，函数/在点勿局部可逆. 

于是在圆盘{卜-购 | < / i } 定义了函数 2 = g { w ) 使得 p (切 0 ) = 2 0 和 fog ( w ) = w . 

由/的单叶性得到，当0时有/ 0,由此,显然，推导出在圆盘{|切一如 0 | < /4 

中的任意点导数的存 在性： 

9，(w) = Y^y (3) 

即在这个圆盘的全纯性®. 

II . 点 Z0 是临界点： r { zo ) = … =户- ”(: o ) = o , /⑼⑷^ 0 (p ^ 2). 再一次 
重复我们的讨论，现在则选取圆盘 {\ z - z 0 \< r } 使得在其中除了中心外，没有任何 
其他切 0 -点，也没有导数尸的其他零点（我们再次应用了唯一性定理).像以前那样， 
我们选取 M > 0 ,并从圆盘{|切 - 购| < 中取任意点 wi ， 证实在其中/取值 W 
的次数与取购的次数一样.由所考虑情形的条件得到，值奶在勿被取了 P 重；因 
为我们在 {0 < \z - zo \ < r } 上还有 f f ( z ) ^ 0,故任意满足0 < jtui - iuol < M 的值 
wi 只被函数/在圆盘 {k - 勿 | < r } 中取在 p 个不同的点上.因此， 函数 / 在圆盘 
{\z - zo \ < r } 中的 p 个点取同一个值. 

我们来解释在这种情形下局部逆问题解的解析特性.在点句的一个邻域中我 

们有 


W = f(Z) = Wo -h (z — Zo) P (f(z), 


⑷ 


①由 （3) 可看出，对于 导数 〆 的存在还需要使 r # o . 由于尸 的连续性以及 nzo ) ^ 0,故可认 
为在圆盘卟 -zol < r } 上没有临界点，当然，如有必要还可使 r 变小. 
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其中^全纯且异于零，由此得到 

^/( p ( z)(z - Zq) = (w - wo ) 1/p , (5) 


其中#表示在所考虑的邻域中的该根式的任一全纯分支.这个分支在此刻展开为 


为中心的泰勒级数，且其自由项不为零，因此对于必⑷ 
7 ^ 0. 又令 （ it ; — Wo) l ^ P = u , 我们改写 （5) 为形式 Jp { z ) 


= UJ 


^ P ( Z)(Z — 20) 有 
并应用上面考 


虑过的情形 I ，由此发现 z 是 U ； 的全纯函数 


E 


在这个展开式中代入 


U) = 


/ P , 便得到了逆于/的函数的皮瑟级数的展开式 


z = g (^) = dnW Q ) n ^ P . (6) 

由此显见， g 是在圆盘 {\ w - w 0 \<^} 中的解析函数并且切0是它的 P 阶分支点（参 
看第31小节). 

有所进行的分析，特别得到 


定理 2. f ( z 0 ) ^ 0 是全纯函数/在点勿为局部单叶的充分必要 条件. 

注 1. 这个条件的充分性也可以从实分析关于隐函数的一般性定理（映射 
{ x , y ) —* ( u , v ) 的雅可比 Jf ( z ) = \ f f ( z )\ 2 在所考虑的点上不为零）得到.但是对 
于在实分析意义下的任意可微的映射，条件 Jf ( z )^0 对于单叶性不是必要的.这可 
从映射的例子/ = x 3 十 i2 /看出，它的雅可比在点 z = 0 等于 0, 但它是单叶的. 


注 2 . 对于所有 2 e D 有尸⑷/ 0的局部单叶条件对于函数在整个区域 D 为 
整体单叶是不够的.这譬如说，可从函数/⑷= e 2 的例子看出，它在 C 每个点为局 
部单叶，但在任意包含了 一 对使得 A - 幻== 2 kni 的点和;的区域都不是单叶 
的，其中 k ^ O 为整数 . # 


我们在上面叙述了局部逆问题的定性解.最后，我们注意到,解析函数论的方法 

给予了这个问题的有效的数值解.为简单起见，考虑 r ( z 0 ) ^ 0的情形. 

像上面一样,构造圆盘 {\ z - z 0 \ < r } 和 {| ic ;- tz ； o | </ x }, 并在第二个圆盘的任意 

固定点初上考虑函数 WC ) = 除了点 z = 9(切)，其中 P 为函数/的逆外，它 

在第一个圆盘上处处全纯，而在此点（一阶极点）的留数为 2 T . 于是，根据柯西留数 



⑺ 


其中7 = {1 C — z o \ = ^}- 

右端的积分依赖于％我们得到了反函数 9( w ) 的积分表示.由此，如同从柯西 
积分公式得到泰勒展开式那样进行，可以得到9的幕级数展开式.我们有 

11 1 _ ^ (w - tf ； o) n 

no-w = no-wo', w ~ w ~ = 1/(0 - 扣 o ] n+1 ， 

/( C ) - ^0 

而且这个展开式在圆 7 上对于 C 一 致收敛（在7上 1/(0-^ o | 彡 / i ， 而 \ w - w 0 \< fi ). 
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36. 代数函数的概念 

这个概念在分析和应用中都起着重要的作用.我们在这里介绍两个代数函数的 
定义并证明它们等价.为了阐述它们中的第一个，我们回忆，我们称之为的解析函数 
的代数奇点是指，当逼近它的有限阶分支点时分支函数趋向于有限的或无穷的极限， 

而且还有它的分支的极点（第31小节). 

定义 1. 在 C 上的有限值③解析函数，如果它的奇点的集合4 == { ai ,--- 
有限，而且它们全都是代数的，则称它为代数函数， 

代数函数在 C \ A 的每个点上具有相同个数的元.事实上，任意两个点 ， e 

①这个级数在拉 格朗日 （1770 年）和 Biirmann ( I 779 年）的著作中发现;他们都没有用积分表示 
(7) 及其计算来得 到它. 

⑦请注意，函数的有限值性质不能由定义的其他条件推出：在有限 个点〜 上可以排列有无穷多 
个有限阶的分支点. 
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C \ v 4 可以用不经过 A 的道路7连接，从而每个属于所考虑的函数的元可沿7解析 
延拓.设函数在 〆 和分别有 n ' 和 n 〃 个元; 沿 7 的延拓将每个在 z ' 的元移动为 
在，的元，而且根据唯一性定理，不同的元不能变到同一个，因此 n 〃 X 但由于 
点 〆 和，具有同等的地位，我们也有 n ' 彡 n 〃； 因此 n ' ：= n ". 称这个共同的数为此 
代数函数 的次; 几何地看，它意味着这个函数的黎曼面的叶数（参看32小节). 

定理 1. n 次代数函数的值满足代数方程 

p ( z , w ) = po ( z ) w n + Pi ( 2 ) iu n — 1 + .. • + p „( z ) = 0， （1) 

其中巧为多项式，它们全体的集合不具有常数以外的公因式. 

证明.当 n = 1，函数为单值从而它的奇点只能是有限个 极点; 于是它是有理的 
(第25小节，定理 4 )，因而是两个多项式的分式：切= - Pi ( z )/ p 2 ( z ), 这等同于 （1). 
对于 n > 1，我们固定点 C \ A ，并以 AW ，. • • ， f n ( z ) 表示所考虑函数在它的值. 
函数力在 z 的邻域内全纯并且可沿任意不通过点的道路解析 延拓. 

在沿闭道路绕点私时， /,• 的值会变化，但这个变化仅仅在于厶转移到所考虑 
函数在同一点的另一 个值々 （实际上， 在点 z 它有 n 个值八⑷，…， f n ( z )). 因此基 
本对称函数 


= /l + - 1 - fm 戊 2 = /l,2 H - H / n - l / n ， …， 0>i = /l … /n 

当绕点叫做圈时不变.于是，函数 a 单值并在 A 外全纯，而在这个集合中的点上 
它们仅有极点.根据上面所引述的定理因而得知，它们全都是有理的. 

从代数知道，值 fi ( z ) r - , fn(z) 是方程 

W n — (Ti(z)w n ~ 1 + …+ (—l) n <T n (z) = 0 

的根 • 

将巧 表示为多项式的比，然后将上面这个方程两边乘以所有力的分母的最小 
公倍多项式，并消去所有分子的（非常数）公因子（如果有的话).这样我们便得到了 
形如⑴的方程.口 


注. 方程式⑴左端的多项式 P ( z , w ) 是不可约的， 即不可能将它表示为两个 




的多项式的乘积，其中每一个都非常数.事实上，设 




于是所考虑的 


函数在点 Z 0 癸 




个邻域中的分支/满足方程 P ^ zJ { z))x P2 ( zJ ( z )) 


至少 


两个因子之一，譬如朽，在此邻域中总取无穷次零值，因此在此邻域 Pi ( zj ( z )) = 0. 
然而可以找到在 C \ >1中的闭道路将 f ( z 0 ) 转换为我们的函数的另外一个值 fj ( zo ), 
再由解析延拓的唯一性定理，我们得到，在所考虑的邻域中有 ^(^^(^)) = 0. 这个 
恒等式对于我们函数的所有分支都成立，即多项式 Pi ( z } w ) 关于也有 n 个根,从而 


它关于 w 的次数为 n ， 于是巧关于 it ; 为零阶，即只依赖于 z ， 而如果它不是常数的 
话，就与方程 （1) 的系数没有非常数公因式矛盾. 


考虑到这个注解，我们便可以证明定理1的逆定理. 
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定理 2 L (关于 W ； 的）不可约代数多项式 

P ( z , w ) = po { z ) w n + …+ p n ( z ) (2) 

的根是某个代数函数的值. 


证明. 我们注意到，多项式 po ( z ) 的零点，是在其上方程 P ( z , w )^0 具有在无 
穷远根的点，还有多项式尸的判别式 D ( z ) 的零点，是在其上这个方程具有重根的点. 
由于不可约多项式 P 的判别式 Z ) 关 0®, 故而这些例外点的集合 >4 = { ai ,-.. , a /} 
有限. 

固定点贫/ I ,并以 iy 0 表示多项式 P ( zo , w ) 的根中的 一 个；于是 P ( z 0 , w 0 ) = 0, 
而导数 P ^ Zq . Wq ) ^ 0. 

我们选取邻域 F = {| tz ;- < r }， 使得在其中不包含 P ( z 0 , w ) 的其他根， 
并记/? = | P (^ o ,^)|, p > 0. 由于 i 5 的对全体变量的连续性，存在邻域 

U = {\ z - z 0 \^6} 使得当 ( Z ， t /;) er 7 x V 时 | P ( z , w )- P 0? o ， t ( j )| < p . 于是，令 


P ( z } w ) = P ( z 0 , w ) + { P { z , w ) - P ( z 0 l w )) } 

根据鲁歇定理我们得出结论说，对于任意固定的2 e C /， 函数 P ( z ， ti ；) 在 K 上正好有 


个零点 


W 


f ( z ), 并根据在第35小节的公式（7)，有 


f ( z ) 




2 丌 i 



LjP^jz.u) 

P ( z ， u ;) 


dw . 


(3) 


因为当 z € C / 和 u ; € 5 K ， 分母 P ( z , w ) ^ 0, 故而被积函数，从而意味着函数/， 
在 U 中全纯.显然，元 ( UJ ) 沿任意不通过点％的道路7可解析延拓，而根据唯一 
性定理，由此延拓得到的函数的值满足方程 P ( z , w )=0. 因此，在这样的延拓下产生 


的解析函数是有限值的，而它的奇点只可能是 点％， 它们是孤立，以及至多是有限阶 


的分支点. 


设 a 是那些点中 一个； 我们已指出，我们函数的任何分支在逼近这个点时趋向 
于有限极限或无 穷大. 记 P P - a )-/, 其中 m 我们目前选为非负 整数. 显然，函 


数！7满足方程 


g n ^(z - a 广？ V-i + ••• + (> a ) mn 


Po 


Pn 

PO 



并且,如果取 m 使得所有的系数 （z - a )^ Pj ( z )/ po ( z ) 当 z — a 时趋向于 0 (这样做 
是可能的，因为 PO 是多项式)，故这个方程的所有根（它们中有函数 y 的值）当2 — d 
时趋向于 0®. 于是当 2 - ♦ a 时/ = g/(z — a ) m 趋向于有限或无穷极限，即 a 是函数 

的代数奇点. 


①参看 A . 柯斯特利金的《代数学引论》 ( M . : Hayica , 1977;中译本三卷,分别由张英伯、牛凤 

文、郭文彬译，北京：髙等教育出版社, 2006—2008), 也可参看本书的第二卷. 

⑦事实上,我们考虑方程+…+ cn = 0并记 s = | C1 | +…+ | cn |. 如果这个方程的 
根 ti ； 的模彡 1，则 Ku n | 彡 { cxw ^ 1 + • • • + Cn | 彡心而如果 M > 1，则 h n | 彡 （h + • • • + ( CnDl ^ r - 1 . 
不管在哪一种情形都有< max ( 3 ) y 这意味着当 S — 0它趋向 0. 
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因此，由多项式 （2) 的根的值所建立的解析函数是代数的.还要证明，这个函数 
包含了该多项式的所有的根，即它是 n - 值的.如果不是这样，则按照定理1，由该函 
数所构建的多项式 Q ( z , w ) 就会具小于 n 的次数，而因为对于固定的 z 多项式 Q 的 
所有根是 P 的根， 故而 P 被 Q 除尽，这与 P 的不可约性矛盾. 口 

定理1和2证明了，代数函数可以定义为形如 （1) 的方程 的解： 这也解释了它 
们具有的各种各样的应用. 


37. 最大模原理和施瓦茨引理 

最大模原理可由以下定理 表达： 

定理 1. 如果函数/在 区域乃 上全纯，并且它的模|/|在某个点 z 0 eD 达到 
(局部）极大值，则/为常数. 

证明. 我们利用保区域原理来证明.如果/ 一常数，则它将％变换到区域 /)• 
中的点也 0 . 存在圆盘 {|ty — it ； o | < / x } C D* f 而在其中可以找到 加 1 使得 | iui | > 

kol - 于是函数/在点％的某个邻域中取值从而与|/|在 zo 达到极大的假定 
相反. □ 

考虑到在闭集上连续函数的性质，最大模原理还可叙述为 

定理 2. 如果函数/在区域 D 上全纯，并在 D 上连续，则1/|在边界 ao 达到 
极大. 

证明. 如果/ == 常数（在 D 中，而又连续性意味着在万为常数)， 断 言平凡.如 
果/ /常数，则|/|在 D 的点上不能达到极大，而因为在万上|/|应该达到极大值， 
故它在 3 D 达到. 口 

习题. 

1•设 P ( z ) 为 z 的 n 次多项式，且 Af ( r ) = max w=r | P ( z )|; 证明， M(r)/r n 为递 

降函数. 

2. 叙述并证明关于全纯函数实部的极大值原理 . # 

对于极小模的类似断言,一般说来并不成立.这可由函数/ = 2在圆盘 {M < 1} 
的例子看出 （1/1 的极小在 z = 0 达到).但是成立这样的 

定理 3. 如果函数/在区域 D 全纯，并在此区城中不取零值，则|/|在 D 内达 
到它的（局部）极小值只能发生在/为常数的情形. 

为证明它只要对 P = 1//应用定理1即可， 因为 f 关0,故 g 在 D 中全纯. 

所得到的这些结果表明全纯函数的模曲面，即在空间 （ x ， y ， p ) 中具方程 p = 
|/( z )| 的曲面（参看第5小节）具有某些结构上的特点.这就是说它不可能有局 
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部极大，并且如果不处于 P = 0 的水平线上也不可能有相对极小（图71的点 a 和 6). 
这个曲面的点在且仅在那些两个导数^和%为零的点具有水平切平面,或等价 
地,在且仅在那些两个导数 f 和 f 为零（或称驻点).具有水平切平面简单的计 


算表明① - 



由此可知，函数/的驻点或者可以是它的零点 （1/1 在水平面 P = 0 的极小点，就像 
在图71上的点或者是它的导数广的零点（模曲面的鞍点，就像在图71上的 

点 



图71 


最大模原理对于函数论有重要应用.举例说，借助于这个原理容易解释清楚为 


什么龙格定理（第23小节）对多连通区域不成立.事实上，在非单连通区域 D 上存 
在闭的若尔当曲线 r , 其内部至少有一点％ 0 / X 如果某个函数被多项式在任一个 
紧集合 K ^ D 上一致逼近，则存在多项式的序列在7上一致收敛于 /• 按照柯 
西判别法，对于任意 e >0 可以找到序号尺，使得对所有 m,n^ AT , 在任意点 z e-f 

有 


\Pm(z)-Pn(z)\<e. 

根据最大模原理，这个不等式在由7所包围的区域 G 的任意点上都成立，由此, 
根据同一判别法，序列 Pn 在 G 上一致收敛.按照魏尔斯特拉斯定理（ 2 3小节)， 
lim n _oo P n 为在 G 上的全纯函数.但是在 GnD 的点上这个极限与/相同，从而/ 
可延拓到 G 中，特别，可延拓到点因为不是 C{D) 中的任何函数都具有这个性 

①公式 （1) 通过对函数|/| = v /?7 进行对之和玄的形式的微分得到;其有效性来自显见的公式 

9|/| UUx + Wx d\f\ UUy + VVy 
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质（譬如， j ^ r 0 便不具有)，故并非 o ( D ) 中所有函数可以被多项式一致逼近，这与龙 
格定理的断言相背. 


习题. 

1. 证明，在 t / = < 1} 上全纯 并在疗 中连续的函数/，如果它不取零且在 

4 = 1时 1/(41 = 1，则/为常数. 

2. 设函数/和 5 在 C / 中全纯并在17中 连续； 证明 \ f ( z )\ + \ g ( z )\ ft {| z | = 1} 


达到最大值. mm ： 考虑函数 h = e ia f + e ^ g , 其中 a 和/?是引进的常数.】# 


以下是最大模原理的简单推论: 


引理（施瓦茨 ®). 设函数/在圆盘 C / =： {|4 < 1} 中全纯，但其模在那里不超 
过1 (即对于所有 zeU 、 \f{z)\ ^ 1), 并且/(0) = 0. 于是，对于所有的 zeU 有 

\f(z)\ < |z|, (2) 

另外，如果等号只要在一个点 z #0成立，则它就在中处处成立，并且在这种情形 
有 f(z) = e ia z y 其中 a 为实常数. 


证明.考虑函数 v ? = f { z )/ z ; 由于条件/(0) = 0,它在 C / 上 全纯. 考虑任意的 


圆盘 C 4 = {卜| < r }, r < 1;根据定理2,函数在它的边界 7 r 


(N 


} 上达到 


它的极大值®.然而在 > 上由条件< 1，我们有 M < 1斤；因此在 C / r 处处有 


\( p ( z ) ^ 1/r. (3) 

固定 2 并让 r 趋向 1; 由不等式 （ 3) 在极限得到 ^ p ( z ) ^ 1,即对于所有 z e U r 有 
\ f { z )\ ^ |z|. 因为任一点 zeu 必落在某个圆盘 £4, r < 1 中，从而不等式 （ 2) 得证. 

如果在任一点功€ t /，（2) 的等号成立，则 M 达到它的极大值，即 1. 于是#为 
常数，其模显然为1，即 ^ 2 ) = e - 从而/ ⑷三 e - z . □ 


由施瓦茨引理推出，在从圆盘 {| z | < 1} 到圆盘 {M < 1} 的，将中心变到中心 
的全纯映射/下，任意圆 { k | = r } 的像都在圆盘 {M < r } 内部（图 72). 这时 



图72 


① H . Schwarz (1843^-1921) 德国数学家,魏尔斯特拉斯的 学生; 这个重要的引理出现在他 186^- 
1870的工作中. 

② 我们不能直接应用这样的讨论到圆盘 C 7 上去，这是因为/, 从而化 一般来说，在其边界并不 
确定 • 
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{\ z \= r } 的像与 {|H = r } 有公共点只能发生在当/成为绕点2 = 0的旋转的情形. 

习题. 

1 . 证明，在施瓦茨引理的条件下有|尸(0)| < 1,并且等式成立当且仅当/(幻= 

e ia 二 

2. 设/ € 0( U ), 厂/7 — C 7 且/(0)=…= /( 卜 1 )(0) = 0;证明对于所有 z€U 

有 \ f ( z )\ ^ \ z \ k . # 

§12. 黎曼定理 

在区域上的任意全纯且单叶的函数/可以实现为这个区域的一个共形映射， 
这是因为根据在第35小节从单叶性所证明的得出，在 D 中没有/的临界点.我们 
在前面已多次考虑过由给出的函数所实现的映射.在这里我们要考虑更难和更重要 
的具有实用目的的反 问题： 

给出两个区域和 D 2; 要求找出从其中一个到另一个的（单叶的）共形映射 
f •• D \ ― ► D 2» 

38. 共形同构和自同构 

定义. 从区域 A 到 As 上的（单叶的）共形映射/也被称为 （共形）同构 ，而 
称这个映射涉及的两个区域 为同构 （或 共形等价). 区域到自己的同构称为 （共形）自 
同构. 

容易看出，任意区域 D 的自同构的集合构成一个群，成为这个区域 
的自 同构群 ，记为 Ant £). 取复合内。仍作为群的运算，恒等映射 e : ^ 作为单 
位元，而 it ; = ( f ( z ) 的逆元是逆映射2： = 

区域上自同构群的丰富内涵可以预先判断出从其他区域到它的全纯映射的丰富 
内涵.这可理解为 

定理 1. 如果 f 0 •• — D 2 为任一固定的同构，則 A 到上的所有同构的 

集合可由公式 

/ = ^ ° /o ⑴ 

表达. 其中 ^ € Aut D 2 是区域 D 2 的任意自同构. 

证明.任意自同构 p € AutD 2 , 复合 ifiof 0 显然是仏到 D 2 的共形映射.另 
一 方面，设/ : A — 为任一 同构； 于是 p = / o / cT 1 是乃 2 到自己的共形映射，即 
D 2 的自同构，由此公式得到了 （1). □ 

我们在后面仅限于考虑单连通的区域我们从中挑出三个我们称之为 典型区 
域的： 闭平面 C ， 开平面 c ， 以及单位圆盘 r = {|2| < 1 }. 在第10 小节，我们曾计算 


§ 12 . 



定 
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过这些区域的分式线性自同构群.然而成立 

定理 2. 这些典型区域的任何共形自同构都是分式线性的. 

证明. 设 P 是亡的任一自 同构； 存在一个在 V ?下对应于无穷远点的唯一的点 


z 0 eC y 因此函数 p 在除去勿的 C 上处处全纯，而在勿为 极点. 在 n > 2阶极点的 


邻域中函数是非单叶的，故而 p 在％有一阶极点.根据第25小节定理4可得出结 


论说，当 z 0 / oo 时 V ?具有形式#(2) 


A 



而在 



则为 


Az -\- B 


M 和 S 为常数)，因而， p 是个分式线性函数.对于开平面 C 的情形可做类似考虑 


设 P 为单位圆盘的任 一 自同构；记#(0) 


并构造圆盘 V 的一个分式线性 


自同构 


A : 


W — Wo 



WqW^ 


它 将点吻 变到 0 . 复合/ 




也是 (7 的自同构，并且/⑼ 




另外，因为对于 


所有 


有 \ f ( z )\ < I , 故将上一小节的施瓦茨引理用于函数/,从而对于所有的 


et / 有 


然而逆映射2 
M ， 由此，令 





i/wi ^ ki- 

f - Hw ) 满足这同一个引理的条件，因此对于所有切 e t / 有|厂 1 (忉)|彡 
=/⑷，我们便得到，对所有的^ t / 有 

因此，我们对于所有的 z G U 有 \ f ( z )\ = | z |, 并且根据施瓦茨引理最后得到 


f { z ) = e ia z . 这样 ， (f = X 


1 


/ = \^{ e iQ z ) 便是个分式线性映射. 


□ 


考虑到第10小节的结果，我们得到了对于典型区域的全部（共形）自同构的完 


全描述. 


( I )闭平面: 


Aut C 


{ 


az + b 
cz + d 


,ad — be ^ 0 


( 2 ) 


( II ) 开平面 


Aut C 






— ¥ 


az 十 6 , a ^ 0}. 


(3) 


单位圆盘 


AntU 




{ 


toe 



1 — az y 


\ a \ < 1, a G R 


⑷ 


容易看出，不同的典型区域互不同构.事实上，闭平面（球面）亡甚至与 C 和 
都不同胚，从而不能够全纯地在这些区域间共形映射.区域 C 和同胚，但臂如说 
到 C 到上的共形映射则是不存在的，理由是，这样的映射应该以整函数/来实 


现，而它又处处有1 /⑷I < 1，于是由刘维尔定理，/ 


常数 • 


边界为空集的区域恒同于 C 边界只由一个点构成的区域是去掉一个点的平面 
C , 显然共形地（甚至分式线性地）同构于 C . 作为这一节的基本结果的黎曼定理是 
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说，任何边界多于一个点的单连通区域 D (从而为无穷多个点，这是因为这时的边界 
是连通的）同构于单位圆盘 [/. 

我们稍后再证明这个存在性的定理，在这里我们先来证明这种共形映射的唯一 

性定理： 

定理 3. 如果区域 D 同构于单位圓盘 t /， 则所有 D 到 C 7 上的共形映射的集合 
依赖于三个实参數.特别，存在从区域 D 到 （7 上的唯一的共形映射/，它被如下条 
件标 准化： 


f ( z 0 ) = 0, asgf ( zo ) = 0， (5) 

其中20是 D 中一个任意点，而0为一任意实数. 

证明. 第一个断言来自定理1，其理由是在公式 （4) 中 AutD 依赖于三个实参 
数：叙 a 的两个坐标以及 a . 

为证明第二个论断我们假定有两个从区域 D 到上的这样的映射 A 和/ 2 , 
并且它们均满足标准化条件 （5). 于是^ A 。/^ 1 是 C / 的一个自同构，还满足 
V ?⑼= 0以及 arg〆 ⑼= 0. 从公式 (4) 我们得到 a = 0及 a ： = 0，即 < p ( z ) = z 或者 

副三 f 2 ( z ). □ 

习题.证明存在不多于一个的从 D 到单位圆盘 C / 上的共形映射，使它在 D 
上连续并满足以下标准化条件之一： （ a ) 给定了 D 的一个内点和一个边界点 的像; 
(b) 给定了 P 的三个边界点的像 . # 

为了证明黎曼定理还需发展出一些工具，而它们在复分析的其他的问题中也 
有用 • 

39. 紧性原理 

定义 1 . 称在区域乃上给出的函数族 {/} 为 局部一致有界 是说，如果对于任 
意集合 K ^ D , 存在常数 M = M ( K ) 使得对于所有 z € K 和所有/ € {/} 有 

\ f ( z )\ < M . (1) 

称族 {/} 为 局部等度连续 是说,如果对于任意 e > 0以及任意集合 K ^ D , 可以 
找到 J =价, AT ) 使得对于所有满足一， | < 5 的 〆 ， z 〃 € X 以及所有的/ € {/} 
都有 

|/( 2 ') - /(，)| < ( 2 ) 

定理 1. 如果在区域 D 中全纯的函数族 {/} 为局部一致有界，则它也为局部 
等度连续. 

证明. 设 K 我们以 2 p 记不相交的闭集合 K 和之间的距离，即对于 
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所有 z ^ K 和所有 C ^ dD 取的 inf - Cl ®, 并以 


= [J { z :\ z - z Q \ < p ] 

为集合 X 的 拉开. 因为^ D , 可以找到常数 M 使得对所有的 z e 和所 


有的/ € {/} 有 \ f ( z )\^ M . z n % K 中任意两个满足 \ z ^ z ! f \< p 的点.因为 
圆盘 f/ p = {\ z - z f \ < p}c K ^\ 故而对这个圆盘中的所有点 2 有 \ f ( z )- f ( z f )\ ^ 2 M . 


映射 C =外- 〆 ）将％变换到圆盘 {|Cl < 1}，而函数 WC ) =忐{/(? + 0>)-/( 〆 )} 
则满足了施瓦茨引理的条件. 


根据此引理有,对于所有满足 1(1 < 1 的 C 有 1^(01 < ICI, 或者写成，对于所有 

的之€ %有 

2M 

|/(z)-/(/)|^^i|z-^|. (3) 

P 

当给岀 e > 0 时，我们令 (5 = min ( P , 務)， 于是由（ 3 )得到，如果 I〆 - 2 〃| < 则对 
于所有 / € {/} 有 1/ Y ) - /(^)1 < □ 


定义 2. 称在某个区域 D 中给出的函数族 {/} 为紧 ® 是说,如果这个族中函数 
f n 形成的每个序列中可以找出子序列 / nfc 使得它在任意 K ^ D 上一致收敛 • 


定理2 (蒙泰尔)® . 如果在区域 D 中的全纯函数族 {/} 局部一致有界，则它在 
D 上紧. 


证明 .（ a ) 我们先证明，如果序列 C {/} 在某个集合 ECD 的每点收敛，其 
中五在 D 中处处稠密，则它在每个 KmD 上一致收敛.固定一个 £>0 和一个集合 
KmD ； 利用族 {/} 的等度连续性，我们将 D 分割为正方形，其边平行于 Z 平面的 
坐标轴，并且其边长如此之小，使得对于属于同一个正方形的任意两个点 〆 ， z 〃 e 尺 
及任意的/ e {/}，成立不等式 

|/(，) - /( ， )|< e /3. ⑷ 

集合 X 被有限个这种正方 形办 ， b = 1，…，户）覆盖；因为五在乃中处处稠 
密， 故在每个 q p 存在点 z p e E . 因为序列 {/ n } 在五上收敛，故可找到一个数#， 
使得对于所有 m , n > N 及所有 z p ，p = 1， * •. ，P 有 

\fm(z p ) - fn(z p )\ < e/3. (5) 

现在设 z 为 K 中一个任 意点； 在同一个正方形中存在点 2 P ， 对于2,及对于所 
有的 m,n > AT , 按照不等式 （4) 和 （5)， 得到 

\fm{ z ) ~~ fn{^)\ ^ \fm{ z ) ~~ /m (之 p)| + \fm{ z p) ~ /n (: p)| + l/n( 2 p) — fn{z)\ < £. 

① 除了 D = C 或亡外，数 P 为正和有限，定理的断言对于它们是平凡的. 

② 我们将定义在区域 D 上的函数看作是某个空间 A ( D ) 中的点.在此空间中引进拓扑，使得任 
意序列 /n 收敛定 义为它在每个紧子集 K ^ D 上一致收敛.于是函数族 {/} 的紧性归结为在空间 
A ( D ) 中相应点集的紧性.这个注解表明术语的选择是正确的， 

③ P . Montel (1876—1937), 法国数学家. 
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根据柯两判别法由此得出，序列 { fu ( z )} 对所有的 ze K 收敛，而且在尺上一致 
收敛. 

( b ) 现在我们来证明，从任意序列九 C {/} 可以挑出在一个处处稠密于 D 的 
集合五 C D 上每点都收敛的一个子序列.作为尽我们选取那些点 z = x-^iyeD 
的集合，使它们的两个坐标 x 和2/为有 理数； 显然，它可数并且处处稠于设 

数序列 fn ( zi ) 有界，因此从它可以挑出收敛子序列 = / nfc (fc = 1，2，...) •数 
序列 fnl ( z 2) 也有界，从而从它可以挑出 / fc 2 = fn k U (fe = 1，2,… ); 函数序列/„ 2 至 
少在两个点： A 和 z 2 上收敛.从序列 f n 2 ( z 3 ) 又挑出收敛的子序列八 3 = /„ fc2 ( A ： = 
1,2,...) 使得/„ 3 至少在3个点 A ， Z 2 和勿上收敛.类似的构造可以无限制地继续 
下去.下一步取所谓的对角线序列 

,11，,22,… 》/ nn ’." • 

这个序列在任意的点 z p eE 上收敛，这是因为根据构造，所有它的从第 p 个开 
始的项都是从序列 / n P 中选出来的，而 / np 在点 Z p 收敛. 

结合在 （ b ) 和⑷所证明的，我们得到了定理的论断. 口 

常常称蒙泰尔定理 为紧性原理. 


习题.设 { f n } 为在区域 D 中全纯函数组成的任一序列，且其在 D 上处处有 
Re f n ^ 0;证明，可以从此序列中抽出一个子序列，使它或局部一致收敛于全纯函数, 
或趋向于 OO . # 


定义3.设为定义在区域 D 上的函 数族； 称 J : {/} 




从这个族到 


的映射为在该函数族上的泛函（这意味着，给岀了规则，对每一个函数/ e {/} 对应 
于一个复数称在 {/} 上的泛函《/为连续是说,如果对于在任意 D 上一 
致收敛于/ 0 € {/} 的任意序列 /n e {/} 有 


lim JUn ) = Afo )- 

n—oo 

例•设 O ( D ) 为所有在 D 上全纯的函数 / 的族， 而 a 为 D 中的任 一点. 考虑 


/在点 a 的泰勒展开式的第 p 个系数 


°p(/) = 


/ (p) w 

p! 


这是个在族 O ( D ) 上的 泛函. 我们要指出它是连 续的. 如果在每个 K 运 D 上一 


致地 /n 


/ 0 ,则在取圆 




{| z - a | 


r } CD 作为一个 K 时，对于任意的 e > 0可 


以找到 AT 使得对所有的 n > N 和所有的 
等式我们于是对于所有 n > 得到 


有 \ fn ( z ) - f 0 ( z )\ < e . 根据柯西不 


|Cp(/n)-Cp(/ 0 )| 彡 £/#， 


而这意味着泛函 Cp (/) 连续. 
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定义 4. 称紧函数族为自紧®是说,如果任意序列/„ e {/} 在每个 K^D 
上一致收敛的极限属于族 

定理 3. 任意在自 紧族 {/} 上连续的泛函 J 必有界，并且达到它的上界，也就 
是说，存在函数/ 0 e {/} 使得对于所有/ e {/} 有 

IJ(fo)l > \J(f)V 

证明. 令4 = su P/e{/} | J (/)|, 这是一个数，也可能为 oo . 按照上（确）界的定 
义，可以找到序列 /n € {/}，使得 | J (/ n )| - A . 因为 {/} 紧，故存在子序列 /„ fc 在每 
个 K @ D 上一致收敛于某个函数 /0 € {/}. 由所设泛函的连续性，我们有 

|J(/o)|= n lim |J(/ n )| = A; 

由此我们的结 论是： 首先 ， A < oo , 其 i G 于所有/ € {/} 有 | J (/ o )| ^ |*7(/)1. □ 

在下面，我们将考虑在某个区域 D 上为单叶的函数族.为了证明这样的函数族 
的自紧性，我们要用到 

定理 4 (胡尔维茨) ②. 设在区域 D 上全纯的函数序列在任意的 K ^ D 上一 
致收敛于不为常教的函数 /. 于是，如果 f ( z 0 ) = 0 , 则在任意圆盘 {\ z-zol < r}(ZD 
中，所有从某项开始的也有零点. 

证明. 根据魏尔斯特拉斯定理，/在 P 上全纯；再由唯一性定理，存在集合 
{0 < |z - zo | < p } <§ £> 使得在其上 / / 0 (可设 p < r ). 记 7 = {> - z 0 | = p } 以及 

M = min zG 7 I / WI , 我们有 M > 0 . 因为 / n 在7上一致收敛，故可找到 iV 使得对于 
所有的 2 € 7 和所有的 n > N 有 

\fn(z) - f(z)\ < n. 

对于这样的 n , 根据鲁歇定理，函数 /n = / + (A - /) 在7的内部所具有的零点个 
数与/具有的一样多，即至少有一个. 口 

推论. 在 区域乃 上全纯且单叶的函数序列/„，如果在每个 K 运 D 上一致收 
敛，则这个序列的极限函数/或者是单叶的，或者为常数. 

证明•设 f ( zi ) = /(勿）而_ 22 ( zi ^ Z 2 € D ) 并且/不等于常数.考虑函数 
序列 9 n ( z ) = fn ( z ) - fn ( z 2 ) 以及圆盘 {> 一 d < r }， 其中 T * < | 2l - 2 2 |;极限函数 
g ( z )^ f ( z )- f ( z 2 \ 它在 A 取零值，从而由胡尔维茨定理从某一项开始所有的 9 n ( z ) 
在此圆盘上取零，但这与函数 A 的单叶性矛盾. 口 

40. 黎曼定理 

黎曼定理.边界包含多于一个点的任意单连通区域 D 共形等价于单位圓 C /. 

①也称自紧的集合为紧集 

® A . Hurwitz (1859—1919), 德国数学家， 魏 尔斯特拉斯的 学生. 
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• 证明的思想是这样的：考虑在 D 上的全纯和单叶的函数/的族其中/的 
模以1为界（即可实现为从 D 到单位圆盘 C 7 的共形映射).固定点 aeD , 并在该族 
中寻找函数使它在点 a 的伸缩系数 \ f ( a )\ 达到极大. 在族 S 中分出自紧的部分&， 
并应用泛函 J (/) = \ f \ a )\ 的连续性，我们可以断言，存在函数使它在点 a 具有 
极大的伸缩 \ f ( a )\. 最后我们验证， / o 给出了从乃到圆盘 C / 上的映射（而不像该族 
的其他函数给出在 C / 内的映射). 

这种寻找函数的各种极值性质的变分法在分析中经常使用 . # 


证明 • ⑷我们证明在 D 中存在至少一个全纯和单叶的，并且模以1为界的函 
数.根据边界的条件，包含了两个不同的点 a 和戊 二次根式可沿区域 D 
中的任意道路解析延拓，并且因为乃为单连通,故根据单值性定理（第29小节)，这 
个根式可以在 D 中分成两个带有不同符号的分支外和内 • 

这两个分支中的每一个在乃上都是单叶的，这是因为由等式 Mzi ) = ^{ z 2 ) 


( p ：= l 或 2) 可推出等式 

z\~ a _ Z2 — ot 

Zl — 0 之 2 — 0’ 


( 1 ) 


而由于分式线性函数的单叶性，从它得到等式 q =々•这些分支分 别将乃 映射到 
区域巧= if 八 D ) 和％ = ( p 2 ( D )] 它们没有公共点，这是因为如若不然，可找到点 
Z !, Z 2 € D , 使得 ipi ( zi ) = <^ 2 (^ 2 ), 但是由这个等式再次得到等式（1)，而由它则得到 

之1 =么2,即= —妒 2( 名 2); 因为在 D 中 W 參0,故而引出了矛盾. 

区域％包含了某个圆盘{… - 抑| < P }， 这意味着，外在 D 中不从这个圆盘 
取值.所以函数 


h { z ) 


P 

— t^o 


( 2 ) 


显然在 D 中全纯且单叶也有界：对于所有 zeD 我们有 |/ i ( 2r )| ^ 1. 

( b ) 我们以 S 表示在 D 上所有全纯，单叶，且模以1为界的函数 的族. 这个族 
非空，因为它已含有了 △，并根据蒙泰尔定理它为紧，族 S 中所有使得在某个固定 
点 a e D 上满足 

\r(a)\^\f[(a)\>0 (3) 


的函数 feS 构成了 S 的一个子集它是自紧的.事实上，由上一小节的定理4 
的推论知，收敛于任意 K ^ D 的函数序列/„ € 而 的极限只能是单叶函数（从而属 

于 SO 或者常数，但后一种情形因不等式 （3) 而被排除. 

我们考虑在&上的泛函 《/(/) = 根据在上一小节所证明的，它连续，从 

而存在函数 /◦ G 氏达到它的极大值，即，对所有的/ € &有 

\ f ( a )\ ^ | 綱. ⑷ 

⑷因为函数 /o €九故它将 D 共形映射到单位圆盘 C /. 我们来证明 / o ⑷= 0: 
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如若不然，在&上可以找到函数 


9{ z ) = 


fo ( z ) - fo ( a ) 

l-/o(a)/oW 


对于它有 w ( a )\ = > mi 这与函数 / o 的极值性⑷相抵触 - 

最后我们证明，/ 0 将 D 映射到整个圆盘 [/ 上.事实上，设 * 在 D 中没有取到 


值6 e C 7; 因为/ 0 ⑷= 0,故& # 0•然而 6* = +不属于 D (因为|6*| > 1)，从而根据 
单值性定理，在 D 中可以挑出根式 


矽⑷= 


I /o(!) - b 


(5) 


的单值分支,而它属于 S (其单叶性完全像在 （ a ) 中一样进行验证，而不等式 \^{ z )\ ^ 
1的成立是显然的).于是函数 


h ( z ) = 

1 一 ^(a)rl；(z) 

属于 A 并对它有 |/ i '( a )| = ^ L |/ i ( a )|. 然而由于|&| < 1故1 + |6| > 2 v 1 可，即 
heS x K | V ( a )| > |月⑷|，这又与函数/ 0 的极值性质相悖. 口 


由黎曼定理得到， 任意单连通的，边界至少包含多于 一个点 的区域 Di 和 D 2 
共形等价. 事实上，根据所证，存在从这些区域到单位圆盘的共形同构/, : -> 

U , {j = 1,2), 于是/ = / 2 - 1 。力为认到 D 2 上的同构.按照第38小节定理3的同 
样方式证明这个同构 f ： D ^ D 2 由标准化条件 

f ( z 0 ) = w 0l arg f \ zo ) = 6 (6) 

-地定义，这里的 zo e A ， 初0 €公2,而沒为实数. 


历史注记 


我们以对于贝恩哈德 • 黎曼的生活与活动的简短描述作为本节的结束.他是单 
复变函数的几何理论的奠基人.像欧拉那样,他出生在一个外省的牧师家庭.从小开 
始就对数学有兴趣.但当他满20岁时,在他父亲的坚持下进了格丁根大学学习语言 
学和神学，同时他还听了数学课程.他对于数学的热爱得到了胜利，次年，1847年的 
春天，黎曼转到了柏林大学,那里有许多这样的课程.1849年他又返回格丁根大学继 
续三个学期的学习，听了自然科学和哲学的课，参加了韦伯 （ W . Weber ) 的物理-数 
学讨论班. 


1851年，黎曼向格丁根大学哲学系提交了自己的博士论文《单复变函数一般理 
论的基础》，这是这门学科现代的发展阶段的标志性起点.首先，他在文中写出了变 


M 





U + 和2 





+ iy 的如下微分关系: 


dw _ 
dz 

其中心 


2 


du dv 


+ 


dv 

dx 


du 

dy 


)n 


dv 

dy 


+ 


dv du 
dx ^ dy 


2i<p 


ee 





并清晰地阐述了基本的 定义： “称一个变化的复数值切是另一个变 
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化的复数值 2： 的函数是说，如果它随着后者一起变化，使得微商努的值不依赖于微 
分厶 的值”①.因此，也就是说，在黎曼那里第一次出现了形式导&餐和||，并完 
全淸楚地解释了复可微性条件的作用（柯西 -黎曼条件; 参看第6小节 " 



B . 黎曼 （1826—1866) 

在论文中，黎曼还进一步建议将复变函数看作为从一个平面区域到另一个的映 
射，并注意到了，那样的函数将“平面的极小的部分变换为与它们相似的部分”（他 
没有用“共形映射”这个词).与此相关地他给出了复变函数的一系列几何性质，例 
如，这样的函数将区域变到区域,并在曲线上不能取常数值.因此在这里第一次出现 
了以后被更准确阐述并证明了的保区域原理，最大模原理，以及唯一性定理. 

在同一篇论文中还几何地描述了解析延拓的过程，而为了考察多值函数引进了 
后来被人称做的黎曼面的多叶曲面（我们在前一章已谈到它).他首次引进了许多对 
研究它有关的拓扑概念,诸如连通数等，他被认为是那时已开始发端的新学科—— 
拓扑学的奠基人之一. 

在这一节中我们所涉及这个定理是函数的几何理论的发展中重要的带根本性的 
一步.在这篇论文中黎曼是这样描述 它的: “两个给定的单连通平坦曲面总可以如此 
相关联，使得一个曲面的每个点对应于另一个曲面的一个点，并同时连续地变动，而 
且相应的部分在小处 相似； 这时可以对于一个内点和一个边界点任意地选取它们相 
应 的点; 从而对于所有的点这个关系便确定了” 

为了证明这个定理，黎曼借助于与物理学相关的一些 概念: 位势与能量.物理学 
中出现能量极小而存在平衡态是个显然的事实，而黎曼便由此推导出了实现所需映 

0见黎曼的文集，例如俄文的1948年版的第50页. 

⑦见黎曼的文集，同前，第83页. 
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射的函数的存在性.这样的论证在1870年受到了魏尔斯特拉斯的批评，他指出有下 
界的泛函在所容许的函数类中不总是能够达到极小值的（例如，不存在通过三个不 
共线的点 a ， 6和 c 的,具有最小长的光滑 曲线: 达到极小的是折线 abc ). 1901年，希 
尔伯特重新给出对于上面的严格证明，他也基于了变分法，从这个意义上说，这恢复 


了黎曼方法的名誉. 

1851年的论文尽管得到了以后各代数学家们的极高的评价，但并没有改善当时 


黎曼所处的较低的 位置: 他仍是韦伯讨论班的助手.在1854年提交了第二篇论文《关 
于函数的三角级数表示》和试验性的演讲《论几何基础中的假设》之后，他获得了编 
外副教授的职称.这篇论文促进了实变函数论的 发展； 其中特别证明了现在称之为 
黎曼积分的一类积分的存在性.而在那个报告中包含了黎曼几何的基础概念和髙维 
空间的思想.它的文本直到他死后的1868年才发表,它在微分几何以及相对论的发 


展中起了杰出的作用. 

包含在黎曼各种著作中思想的深度和涉及范围的多样性令人十分吃惊，特别， 
如果考虑到他的科学活动的活跃期没有超过十年这个事实的话更是如此.计算在 


紧黎曼面上相互独立的亚纯函数的个数使他得到这样的结果，而这个结果的改进形 


式 


黎曼-罗赫定理出现在了现代分析和代数中.他第一个注意到在代数函数的 


黎曼面的拓扑和分析等价性之间的差异.它以模簇问题的称呼发展到了现在.在椭 
圆函数论（参看后面的43小节）和微分方程理论中一些基本结果也归功他.在数论 

中至今仍然在研究所谓的黎曼 C •函数…… 

在黎曼活着的时候，他的研究没有得到广泛的承认.1854年他自豪地写信给他 
父亲说，参加他的讲座有许多的人——8个!而他教的函数论课只有3个人在听.黎 
曼在1859年才得到了教授职位，只过了三年他就染上了重病.生活了仅仅40个年 
头就去世了. 
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41. 边界的对应 


我们不加证明地引进称做边界对应原理的定理: 


定理（卡拉泰奥多里①).设区城 d 和 d * 的边界为若尔当曲线 3 D 和 atr ; 于 
是共形映射 f : D 4 D * 可以延拓到 D 的边界上，为闭区域 D 和的同胚映射. 

对于任意的 同胚， 定理自然不会成立.例如单位圆盘 C / 到自己的映射，它在极 
坐标；5 = re 々 和= pe ^ 下由方程 

P = r , = - ⑴ 

丄_ r 

① C, Carath^odory (1873—1950 )，希腊裔德国数 学家 . 
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给出，显然是个同胚，但是在边界圆上不能连续延拓. 

完全同样地，对于边界不是若尔当曲线的区域上的共形映射定理也不成立.例 
如，考虑在图73中显示的从圆盘 C 7 到区域 D 的共形映射/， D 的边界由曲线 
v = sin ^ 一 部分与 一 段7 = {切： 14 = 0, — 1彡 v < 1} 定义.可以证明在此映 
射下，在 z 平面中由从截出队的弧\对应于由从 D 截出区域的弧段 
7 n (n = 1，2,…)，这些队闭包的交与7重合，而门^° =1 K 与边界上的一个点沪 
相重合（图 73). 这表明，在映射/下，点对应于整个线段 7 ,因而/不可能连续 
地延拓到圆盘的闭包 17. 



S 73 


• 卡拉泰奥多里引进了称作为区域的边界元的对象，它们是一种已知意义下的 
这个区域的等价截面的类.区域与它的边界元合在一起被卡拉泰奥多里称之为紧化. 
他证明了，共形映射建立了这些区域的边界元之间的相互 一一 对应，并在某种意义 
下的连续对应.因此,如果用卡拉泰奥多里的紧化代替通常的闭包，则上面所陈述的 
定理可推广到非若尔当的区域®. # 

我们还要不加证明地，但是更准确地介绍一些关于边界在共形映射下的性态的 
结果，这里区域的边界是附加了一些条件的若尔当曲线.以和 air 表示区域的 
边界，而/: d — zr 表示共形 映射. 

I ( f . 里斯， m . 里斯，普里瓦洛夫) ©. 如果 9 D 和为可求长若尔当曲线，则 
/可作为弧长的绝对连续函数延拓到 aD 上.导数尸几乎在每个点 “dD (在线性 
测度的意义下）都有有限非零的角边界值③尸 (0, 并且对于任意点集合 e C 3 D 的 
像〜 f ( e ) 的测度等于 

mese * = J |/’( z )|| dCl ; (2) 

特别，测度零的集合 e C 沉)对应于测度为零的集合 f C dD \ 

①对此详细的内容可参看，譬如，马库舍维奇的《解析函数论》第二卷 （ M . : Hayna , 1968,(有过 
中译本 )). 

⑦普里瓦洛夫 (HsaH HBaHOBHM IlpHBajioB ) (1891 — 1941), 著名的苏联数学家，复变函数论专 
家.这个定理出现在他的学位论文《柯西积分》中，发表于1919年.里斯 ( Riesz ) 兄弟的文章发表 
得更早,但在那时他并不知道它. 

③设点 C e 3 D ，其中在该点有切线.称函数#在点 C 的角边界值是指 W 沿所有以 C 为终点 
的非切道路7 e D 的公共极限值. 


§13. 边界对应和对称原理 


• 167 . 


II (林德勒夫 ( Lindelof )). 如果和 8 D * 为光滑的若尔当曲线，则 arg //( 2 ) 
可延 拓为万 中的连续函数，并且对于所有 (: GdD 有 

argr(C) = ^-^ (3) 

其中 0 及相应的 it 分别为曲线 ao 和 azr 在点 （ 和(: • = /(0的切线的倾角. 

III (凯洛格 （ Kellogg )). 如果除了上面定理的条件和记号外，角0和 f 分别作 
为 dV 和 3 D * 的弧长 S 和 s * 的函数,满足利普希茨条件 

\0(S!) - (9( 52 )| < K\ Sl - 5 2 |' |m 0*(sl)\<k\sl- 8* 2 \ 0 , 

其中 A : 与 a , 0 < a < 1为常数，则导数 /' 可延拓为 D 上的非零连续函数（“共形” 
地映射到边界上). 

iv (施瓦茨).如果 ao 和为解析的若尔当曲线 ® ，则/可全纯地延拓到 

万上. 

命题 I 〜 III 的证明可以在 r . M . rojiy 3 HH 的书《复变函数的几何理论》 （ M .- 
JI .,1967) 中 找到； 至于命题 IV ，我们将在下面的小节证明.在这里我们仅介绍最简 
单的边界对应的逆 原理： 


定理. 设给出了两个紧闭属于 C 的区域 D 和/ 它们均具有若尔当边界7和 

7*； 如果函数/在区域 D 中全纯，在万上连续，并建立了 7到 7* 上的相互 -的 

映射，则映射/: D — 相互-（即/为共形同构). 

证明. 设购 为乃 • 上的任 一点； 因为/在7上只取 7* 上的值，故在7上 
并且由于连续性，在区域 D 的边界的一个带形 G 中/ #奶.数量 

N= asg { f ( z )- w 0 } (4) 

(其中 axg 表示沿道路 7 连续的幅€分支，而是这个分支在7上的增董）显然在 
带形 G 中道路的同伦形变时连续变化.但因为数董 （4) 只能取整数值，故它在这样 
的形变下保持为常值. 

根据定理的条件，映射厂7 — 7* 为同胚，因此 

N = —A 7 * arg(w — iy 0 ) = 1 ， 

这是因为当沿7绕一周时，向量扣 - wo 做了一圈旋转（图 74). 由上面指出的得到， 
对于任意在带形 G 中同伦于道路^的 〒有 

—A^arg{/(2) -ii； 0 } = 1. 


①称弧7为解析的是说，如果可以用2 = 7( t),t 6 [ a ,/?】 给出它，其中 1 是在区间 [ a , 0 ] 上的实 
变最《的解析函数（即在每个点 to e [ a ^] 的某个邻域中可以表示为 t _ 的幂级数的函数)，并 
且在 [ a ,/3】 上 y(0 / 0. 由海涅-博雷尔定理得出，这样的函数 7 可延拓为区间 [ a ,/?] 的某个邻域 
中不变最 t 的一个全纯函数.因此解析弧是这个区间的全纯像.称在参数平面上圆 {| t | = 1} 的全 
纯像为闭解析曲线，其中在该圆上 V ( t ) # 0;如果映射2 = 7(0 还是相互 一一 的,则称7为解析若 
尔当曲线. 
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图74 


我们对于以曲线5为边界的区域 D ^ D 应用幅角原理（第34小节)，根据它， 


方程式/(4 = «； o 在5中恰恰有一个根（从而意味着在 D 中正好有一个根,这是因 
为在带形 G 中没有 w 0 - 点). 

同样可证明，对于任一点^ g 函数/(2) - ^在区域 D 中的零点个数等于 




2tt 


A 7 * arg ( ii ； — w \) 



它等于零，这是因为当绕 7* —圈时向量切-叫没有给出一个完整的绕圈（图 74). 
由保区域原理 （35 小节）进一步得到，/不能在 Z ) 中取 7* 上的值，这是因为这时它 
应该取斤的补集的值. 


因此，/在区域乃上取 IT 中的任意值吻一次也只有一次，而且不取其他的任 
何值，即/相互 一一 地将 D 映射到 上，口 


注. 在所证明的定理中， D 可以是 C 的任意区域（具若尔当边界)，而必须 
在 C 中紧闭，这是因为函数/应该在万上按照 C 的意义下连续.最后这个条件是 

地 


本质性的：事实上， 


数/⑷ 


2 3 在上半平面 D = { lmz >0 } 全纯并相互 




mdD ( x - 轴）映射到上半平面 = { lmn ;>0} 的边界心轴上，但是在区域乃上映 
射/不是相互 一一 的. 

例. 我们来研究上半平面 D = { Im2 > 0} 的一个映射，它以第 一类椭圆积分 


F{z,k) 



Z 


dz 


① 


0 v(l - ^ 2 )(! - ^ 2 ^ 2 ) 


1 


⑹ 


来实现，其中 fc， 0 < < 1为参数，并且将其中的根式看成是在 0：- 轴上的区间 

= [0,1] 上取正值的在 D 中全纯的那个根式分支. 

函数 F ( z , k ) 可连续延拓到万中，我们首先解释它是如何变换即 P 轴的_ 
当 z = a : 从左向右走过区间[0, 1] 时,积分（ 5 ) 


F(x ， fc) 



X 


dx 




①这个积分是由雅可比 （ c . G . Jacobi , 1804—1851) 在1829年给出，他是位德国数学家，彼得堡 
科学院名誉院士. 
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取正值（由于所做的根分支的选取)，从 0 增加到 


K 


F ( x , k) 



dx 


0 y/(l-X 2 ){l-k 2 X 2 y 


⑹ 


就是说， F 建立了从 x * •轴上的区间[0，1]到 u •轴上的区间 [0, K ] 的同胚. 

当通过点 2 = 1 时，根式里的四个线性因式中有 一个， 即 1 - : r , 改变了符号. 
因为我们考虑了在上半平面 D 全纯的根式分支，所以我们可认为这个迁移最终是 


通过沿一个小的半圆 7 C ： D (图75中的虚线） 绕点 z = 1 实现的.这样的迁移结 
果使 arg(l - z ) 从0变到 -7 T , 而其他因式的幅角没有改变.因此在 a :- 轴上的区间 
11 = [ M / fc ] 上，整个根式的幅角等于 - tt /2, 于是 （5) 的积分号内表达式的幅角等于 
tt /2 ;F 在区间//上的值因而可表示为形式 



其中最后面的那个积分中的根式还是取正号.当 o : 从左向右走过 a : 轴上的区间= 


[ l ， l / fc ] 时，点 F ( x , k ) 从下往上经过了议平面上的区间 [ K,K + iK f ], 其中 



⑺ 


♦y 


D 



K + iK 


v 

oo 


nr 

^ m 

n f 

n 

V 

i 

_ _ 


K + iK 


K 


0 


K 


u 


图 75 

在通过点 2 = 1/ A : 时还有一个根号里表达式的因式 （1 - A ^) 改变了符号.像上 
面一样，我们可验证所考虑的根式的分支在 a :- 轴上的射线 ///=[ l / fc , oo ) 应具有幅 
角- 7 T ， 即取了负值 . F 在这条射线上的值因而可表示为如下 形式： 
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其中在最后一个积分中的根式取正值.做变量替换表明， 

r ^ c ^ 

Jl/k vV - l )( fc 2 X 2 - 1) Jo y /{ l - k 2 ^)( l -^) ， 

因此，函数 F 将 [ l / k , 00) (且同胚地）映射到 u ;- 平面上的区间 [K + iK\ iK f ] (参看 
图 75). 

完全同样地可验证，函数 F 同胚地将负半 a :- 轴变换为在图75中显示的矩形的 
左半圈（线段 rjrjir 的全体). 

应用边界对应原理，可以 断言第一类椭圆积分 F ( z , k ) 表示了从上半平面 D 到 
以土反 ± K ^ iK f 为顶点的矩形上的共形映射，其中量 K 和 K ， 通过参教 A : 以公式 
⑹和⑺ 表达. 

习题. 映射⑻在 — 0时的极限给出了什么？ # 


42. 对称原理 

在这里我们要考虑与共形映射相关的解析延拓的一个特殊情形.我们预先证明 
所谓的连续延拓引理. 


引理. 设两个不相交的区域 Di 和乃 2 具有公共的直线边界段 7®. 而函数 /l 
和 f 2 分别在 At 和 Az 上全纯并在集合 和乃 2 U 7 上连续（图 76). 于是，如 
果对所有的 z ey 有 

fl ( z ) = f 2( Z ), ⑴ 


则函数 


f ( z ) 


/ i (:)， 

/2⑷， 


在区域 UjUD 2 




D 上全纯. 


对于所有的 ze DiU^ y 

对于所有的 z e d 2 


( 2 ) 



® 设线段7为开（即无端点). 


图76 
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证明. 从引理的条件看出，/在 D 上 连续； 为了证明它的全纯性，根据莫雷拉 
定理（第21小节)，只要验证对于它沿任意三角形 △ (g D 的边界积分等于零即可. 
如果 △ 紧闭属于 A 或者 d 2 , 则这可由柯西定理得到.接下来须考虑 An 7 一 0的 
情形 • 


设7将 △ 分成了两部分4和 A 2; 由积分的性质有 



fdz + / fdzy 

JdA 2 


(3) 


从而只要证明上式右端的每个积分都为零即可.考虑和 A 2 中任 一个， 为简单起 
见还是用 △ 表示它.我们以凡表示由平行于 7 的直线从 △ 截出的梯形，这条直线 
与 7 之间的距离为 /I; 设△/ 1 = △ \凡 （ 图 76). 不失一般性，可设 7 平行于实轴. 

根据柯西定理，/在 dA h 上的积分等于零，因此 



设 Y 和 7" 为梯形 A 的底（假定它们按同一方向定向)，并设 Y 为较小者.因 
为梯形及的侧边长以及 7 〃 与 7 / 的差当 /1-0 是趋向于 0, 而函数/在 A 上有界， 


故 



fdz = 



一 ih)dz + O ( h ) 




{ f ( z ) — f(z — ih)}dz 4 - 0(/ i )* 


⑻ 


因为 / 在 5 上为一致连续，故 （5) 中的被积函数一致地趋向于零,而这意味着/沿 
m 的积分当/! — 0 时趋向于零.但由 （4) 显见，它并不依赖于/ I ，因而它表明/沿 
dA 的积分为零. 

如果 A 与7只交于边或顶点，证明便以显然的方式简化. □. 


习题.设函数/在圆盘 {| z | < 1} 中连续地延拓到圆= 1} 的弧 7 上,并在 
该弧上处处 为零； 证明/ = 0. # 


在区域 D 上由公式⑺定义的函数/可以看作为由 A 和/2中任一个的解析 
延拓因此连续延拓引理可以这 样看： 如果两个区域具有公共的直线边界段 7 


以及全纯于的函数九，并且它们在7上紧密相合，则它们相互为对方的解析延 


拓.对于实变量的解析函数当然并不成立类似命题（例子：认和 Z ) 2 为区间 (-1,0) 

和 (0,1), 函数 f [ x ) = | x |). 

转向对称原理的证明. 


定理1 (黎曼-施 瓦茨) 设区域认和 z ? r 具有若尔当边界 a a 和并 
且 dD l 含有一个直线段或者一段圆弧 7 ,而也含有同样的线段或圓弧 7 ••设 


①准确地说,函数元 ( DJ ) 是元 (£>!,/!) fP ( D 2 i / 2 ) 中每一个的直接解析 延拓. 

⑦这 个原理出现在黎曼的 1851 年的学位论文中，而更精确的形式则出现在施瓦茨在 1869-1870 
年的工作中 • 
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还有一个与相对于7对称的区域乃 2 ,而乃 j 相对于 7* 的对称于的区域， 
另夕卜， Di 门 Z) 2 = n D ; = 0 . 于是，如果函数八共形地将仏映射到 Df ， 并且 
/ 2 ( 7 ) = 7 *,则它可以解析延拓到中，而所延拓成的函数共形地将区域 D1U7UP2 
映射到 U 7* u W 上（图 77). 




图 77 


证明. 

( a ) 首先考虑一个特殊情形，此时7和 7* 是实轴上的区间.我们在相对于 
线段7的对称区域 A ? 上定义函数 


f 2 ( Z ) = fl { z ). 


⑹ 


因为当 z e D 2 Hy Z G D u 而函数 A 在 A 中全纯，故函数 f 2 (z) = h(z) 
在认为反全纯（参看第7小节)，因而/ 2 ⑷全纯于 d 2 . 由边界对应原理， A 在瓦 
连续，并且由定理的条件知 A 在 7 上取实数值（属于线段 7*). 所以，当点 2 e 乃 2 

趋向于点 re € 7时，则芝 — $且 M 之）—八 ⑷= f 1( 工). 因此对所有2 e 7有 

f ^ x ) = f 2 ( x ), 又因为有条件 Dx n d 2 = 0, 故函数八和 /2 满足连续延拓引理的条 


件.根据此引理，函数 



在 D 曲中， 
在 D 2 中 


在区域 DiU 7 UD 2 上 全纯. 按照构造,/共形地将这个区域映射到 上. 

对于特殊情形的7和 7* C R 定理得证. 

( b ) 一般情形可用分式线性映射化成这个特殊情形 • 事实上，设 A 和 A * 分别为 


将7和7_化成实轴上线段的分式线性映射（在10小节中所证明的，存在这样的映 
射).函数 gi ^ Kof . oX - 1 按照在⑷中所证明的，可解析延拓到区域相对 
于线段 A ( 7 ) 的对称区域 A ( D 2 )， 并且函数仍= A * 。/ 2 。 A - 1 将 \{ D 2 ) 映射到区域 


A ,( DJ ) (我们应用了分式线性映射保持点的对称性的性质，参看第 9 小 节). 然而这 
时函数/ 2 = A 7 1 o ^ 2 oA 是函数 A 在区域 D 2 的解析延拓，并将 D 2 映射到邛上 • 


□ 


注. 在所证的这个定理中的线段 7* 可以包含无穷远点；这时延拓/是亚纯的: 
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/在 D 上除去点2 0 G 7外处处全纯，而点 Z 0 对应于无穷远点，在此为 极点. 这个极 


点无疑为一阶的，这是因为/在区域 D 为单叶（在重极点的邻域中函数为多叶的， 


参看第25小节). 


我们还应注意，如果除了 ^0^2 = ^ n 乃彡=0 外对称原理的其他条件都满 
足，则在其证明中所描述的结构都可归结到解析（可能是非单值的）函数，它将区域 
共形地映射到黎曼面上. 

作为应用对称原理的例子我们来证明一个延拓定理，由它可推导出上一小节所 
阐述的的命题 IV . 


定理 . 2 (施瓦茨) • 如果区域 D 的边界包含了解析弧 7, 则这个区域到单位圆 
盘的共形映射/可以穿过7解析延拓. 

证明. 对于任一*0 e [ a y p ] 可以找到邻域 U ^ {te C :\ t - to \< 


U — {t ^ C : \t — to \ < r }, 在它上面 
7 ⑷可作为复变量的全纯函数进行延拓,并且由条件 y ( to ) + 0 (参看在41小节命 
题 IV 中的脚注）可以假定，7在 C / 上为单叶.函数7将由 t - 轴上的点构成的直径 
6 CU 映射到弧70 C 7;我们以以记半圆盘1/ \ 5中由7映射到 D 中点构成的集 
合.函数 g 。 7 在上满足对称原理的条件（它将6变换为单位圆的弧)，从而 

可解析地延拓到 C /. 由此得出/»穿过弧 70 解析地延拓. 口 


对称原理可用于实际构造具有对称性的区域的共形映射. 


例. 区域 D 是线段[-1，1】与[- M ] 的并以外的 部分； 以 A 表示它的上半部 
分（图 78). 函数叫=/在仏上为单叶（但在 D 上这个函数不是单叶的)，它将 
D r 映射到去掉射线 -1 彡 Rewx ^ oo 的平面.因此函数 tu = y / z 2 + l 将 M 映射 
到上半平面 DI ， 这里选取了所需的根式的分支.通过 oo 连接点士 1的线段7在此 
映射下变到通过 oo 连接点土 v /5 的线段 7 V 因此，我们可将对称原理应用到后面这 
个函数，根据该原理，这个函数可解析 延拓® 到 A 相对于线段7的对称区域乃2上, 



图78 


® 更确切地说是亚纯地延拓，因为在区域 D 的无穷远点处，函数有（一阶）极点. 
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而延拓了的函数《； == v^n (我们仍以同一记号表达)将 d 映射到线段 [- V 2. V 2] 
的外部区域 d *. 非常容易将去掉线段的区域映射到标准的区域上（例如，用线性函 
数我们可将映射到 [-1,1] 的外部，而启再用逆于12小节的茄科夫斯基函数的 
一 个函数分支,便得到单位圆内部或外部的映射) . # 

习题. 

1. 茄科夫斯基函数将去掉了半圆盘< l , Im2 > 0 } 的上半 
平面映射到上半平面（参看 12 小节).将这个映射延拓到整个半平面 {Imz > 0} 上; 
这个半平面的像是怎样的？ 

2 . 证明任意矩形到另一个矩形的共形同构，如果将一个矩形的所有顶点变成另 

一个的顶点，则此同构是线性的 . # - 


43. 关于椭圆函数的概念 


我们从举例开始.在第41小节中我们验证过第一类的椭圆积分 

Z = 

其中 fc ， 0 < fc < 1为参数，并考虑了在上半平面 { Imti ； > 0} 上根式的一个分支，该 
分支共形地将此上半平面映射到顶点为土欠，土 K + iW 的矩形上•以 



dw 


0 \/(1 一 w 2 )(l — k 2 w 2 ) ’ 


⑴ 


w = sn (z 7 k) (2) 

或者简短地 ， w = sue 表示积分 （1) 的逆，这是一个在矩形办上全纯的函数，它将 
这个矩形共形地映射到上半平面 { Imu ; > 0} 上； 称函数 （2) 为椭圆 正弦. 

因为函数 sn 将线段 [K, K + iK') 转换为线段 [1,1 A ], 故可以对它应用对称原 
理，按此原理它可解析延拓到办的关于 \K, K -f iK 1 } 对称的矩形凡.而且延拓 
了的函数（仍然以 sn 表示它）将历映射到下半平面 Imw < 0 ( 图 79). 延拓了 
的函数也满足对称原理的条件，因而按此原理又可解析延拓到矩形丑 2 ,它关于线段 
12 AT ，2 jFT + 与丑 i 对称.矩形丑2又被映射到了上半平面，另外按照构造，对于所 

有2 e 办有 

sn (z AK) = suz (3) 


(参看图 79; 关于[尺， K -^ iK , ] 对称于2的点幻被带到了点 涵 又 A 关于[ 2 圹 2 尺+ 
i / H 对称的点句又重新回到点 snz ). 

完全同样地，我们可以将函数 snz 延拓到说关于线段 [-K + W，AT + W ] 的 
对称的矩形甩，但是这个延拓是亚纯的：在点即在图79中标以星号的点，函 
数 sn 具有一阶极点（参看在对称原理之后的 注). 延拓了的函数 sn 将甩 映射到下 
半平面，并同样根据对称原理，解析延拓到丑1关于线段 [-K-h2iK\K + 2iK f ] 对称 
的矩形丑纟，并且它将这个矩形重新映射到上半平面.像上面那样，对于所有 zeRo 
(参看图 79) 有 


sn (z + 2iK f ) = snz. 


⑷ 
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am 



图79 


以同样的方式进行讨论，我们可以将椭圆正弦 sn 延拓到整个的平面 C . 所延拓 
了的函数是亚 纯的： 在点 iA ：' + 4^771 + 2 i / Tn ， 其中 m，n = 0, 土1， .. ■ 为任意整数,它 
具有一阶极点（在图79中标以星号的点)，而在 C 的其余点它为全纯.这个函数也具 
有有趣的 双周期 性质：从关系式 （3) 和 （4) 和与它们相似的一些关系可以清楚看出, 
它具有两个独立的周期= 4尺和 r 2 = 2 iK f : 对于任意整数 m，n = ±1，土2,…成 

立关系 


sn (z -f AKm -+■ 21 ^ 71 ) = sn z . (5) 

在第 33 小节我们谈到了椭圆正弦的黎曼面. 

椭圆正弦与一个重要的双周期亚纯函数类有关，这个函数类被称为椭 圓函数 .可 
用于多种分析问题和应用，这种函数的理论在十九世纪的高斯、阿贝尔、雅可比、刘 
维尔、魏尔斯特拉斯、黎曼等数学家的经典著作中得到了充分的发展.我们在此只留 
意于这类函数的最简单的性质. 

首先证明不存在三周期或更多周期的亚纯函数. 

引理. 非常值的亚纯函数/的所有周期的集合 r = 构成复数域 c 的加群 

的离散子群. 

证明. 为了证明 r 是 c 的子群，只要证明两个性质即可:⑴如果 Ti ， T 2 e r 则 
T1 + T2 € T ; (2) 如果 t € r ， 则 —r e 了.然而这立即可由周期性得到 ： /(z + ri + r 2 ) = 

f(z + n ) 三 /(z) 和 /(z - r) = /(z - r + t) = f { z ). 

T 的离散性意味着这个集合不具有有限的极限点.然而,如果存在那样的点 To, 
则就会找到周期的序列 r „ — 7*0. 于是 < = r n - r 0 是收敛于零的周期的序列，从而 
对于使/在其一个邻域中为全纯的点 2 有 /(2 + <) = f ( z ), 由唯一性定理这是不可 
能的，因为/不是常值. 口 

定理 1. 非常值的亚纯函数/,不可能具有多于两个的独立周期. 
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证明.可分成两种情形： （ a ) /的所有周期的集合 T 都位于一条直线 Z (因为 
0 6 T , 故该直线通过原点）上，及 （ b ) 不存在这种直线.在情形 （ a )， 由于集合 r 的 
离散性，可以找到一个周期 TO € T \{0} 具有最小的模，于是任意周期 T € r 都是 TO 
的整数倍.事实上，设若相反，有周期 T = (n + ^) ro , 其中 n 为整数，而0 < 0 < 1， 
则 t - n % 就会是模小于 1 t q | 的周期，这与％的选取相矛盾.在这种情形/是个具 
有一个基本周期 ro 的周期函数. 

在情形 （ b ), 又由于 r 的离散性质，可以找到一个非退化的三角形，其顶点为 
0, r 0 , ^ G T , 而在它的内部和边上没有周期点.于是在顶点为0, ro , ro + r ^ r ^ 的平 
行四边形的内部和边上也没有周期点（如果有这样的周期 r ， Wf-ro + r ^- r 便在 
三角形 Oror ^ o 的内部或 边上； 图 80). 现在像在 （ a ) 中所做那样，容易证明任意周期 
reT 具有形式 r = nr 0 -h n %, 其中 n 和 n ' 为整数.事实上，设若相反，则可找到 
周期 r = (n + ^) r 0 -h ( n ; + i ?')%， 其中 n ， n ' 为整数，而 t 9, 伙 e [0,1], 但 i ? 和少中至 
少有一个严格地属于 (0,1); 于是 & r 0 -f ^ 就会是在图80中那个平行四边形的内 
部或边上的周期点，有悖于这个四边形的构造.因此，在情形 （ b ) 函数/为具基本周 
期 T 0 和坨的双周期函数. □ 



显然，两个具有相同基本周期的椭圆函数的和，积与商仍旧是具相同基本周期 
和竓的亚纯函数，故而这样一些函数形成了一 个域. 因为周期性 


f(z -h mr -f nr 7 ) = f ( z ) ( m,n G Z ), (6) 

可以对 z 进行微分，而亚纯函数的导数仍旧是亚纯函数，故这个域对于微分运算 


封闭. 


由于周期性质 （6)， 对于具基本周期 t 和 〆 的椭圆函数只要在以 0, t , T + 〆 ， r , 
为顶点的平行四边形中研究就足够了，但这时要算上边 Or 与 Or '; 我们称其为该函 


数 的周期平行四边形. 函数/在整个平面 C 上的值只是在重复它在这个平行四边 
形上的值. 


定理 2 . 任意整椭圆函数为常数. 

证明. 这样的函数在它的周期平行四边形中有界，从而意味着在整个 C 上有 
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界，于是根据刘维尔定理，它为常数®. □ 


这样，非常值的楠圆函数应该具有至少一个极点（就是说,有无穷多个).椭圆函 
数在它的周期平行四边形中的极点个数，算上它们的重数，称做这个函数的阶.椭圆 
正弦在周期矩形中有两个单极点，从而为二阶. 


定理 3. 椭圆函数/在属于它的周期平行四边形中每个极点上的留数之和等 

于 0. 


证明.我们假定它的周期平行四边形的边界巩1上不含 极点； 如若不然，我们 
只需将该平行四边形 n 进行一点平移，使它满足条件即可（图 81). 因为在 n 的平 
行的边上相对应的点上函数取同一个值，而当 绕行抓 一 周时，这两条对应边以相反 
的方向通过，故/沿这对边的积分等于零，这表明积分 

jdz — 2 ni res a / 

a6n 

等于零（我们用了柯西的留数定理). □ 




图81 

由此也推导出没有一阶的椭圆函数的 结论： 否则，这样的函数就应该在 n 中具 
有一个一阶的极点而其留数为零. . 

定理 4. 在其周期平行四边形 n 中椭圓函数/取为值的次数等于/的 
阶数. 


证明.设周期平行四边形的边不包含极点.根据幅角原理/的 



点的个数 


N ( a ) 减去它在 n 中极点的个数 P 为 

N ( a ) - P 


f ’[ z)dz 
J dn f ( z ) - a ’ 



因为被积函数具有与 / 相同的周期，故右端的积分等于0 (参看上个定理的证明).按 
定义 p 等于/的阶数. □ 

两个具有同一基本周期 r 和 V 的椭圆函数/和 p 必定能够由一个多项式方程 


①事实上刘维尔证明的就是这个定理，而在第20小节的那个归于他的一般性定理是柯西证 
明的 • 
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相 关联： 

P ( f ( z ), g ( z )) = 0. (7) 

我们将说明这个论断成立的理由，但不打算给出对它的详细证明.在周期平行四 
边形 II 的点中至少是/或 p 的极点的点的集合为有限，而函数 F ( z ) = Q ( f ( z ) ig ( z )), 
其中 Q ( z , w ) 为任意一个多项式，也是具同样周期 r 和 〆 的椭圆函数，并且也只在 
这个集合中取极点.假定 Q 的次数足够高，让我们可以选取它的系数使得 Q 的主 
部在 n 中所有的极点都变成0;于是 F 就变成了整椭圆函数，从而为（根据定理 1) 
常数 c . 剩下的只要令 P = Q - c 即可.使关系式⑺成立的多项式说明了椭圆函数 
之间的代数关联.因为椭圆函数的导数 /' 是具相同周期的椭圆函数，故（令 P = /') 
我们特别地得到，这样的函数与它的导数可由多项式相关联，即满足多项式的微分 
方程 

P ( w ^ w , ) — 0. (8) 

这些便解释了椭圆函数与微分方程的关联，以及与各种应用问题的关联的原因. 

习题.写出函数 it ； = sn ( 2 ， A ;) 所满足的微分方程 . # 

44. 模函数和皮卡定理 

考虑圆弧三角形 To = ABC , 它由垂直于单位圆的圆弧组成（图 82). 根据黎曼 
定理，存在唯一的共形映射 w = fJL ( z ), 将这个三角形映射到上半平面,使点 A , B，C 

变到点扣= 0, 1， oo . 又根据对称原理，函数 / i 解析延拓到三角形 T } k) , k = 1,2,3, 
它们关于各边对称于 7 b . 相对于各边的顶点的对称点仍然位于单位圆上（事实上， 
譬如说，在关于弧的反演映射下，包含点>1的圆= 1} 的弧变成了这个圆 
的相补的弧，点 A 的像応 便落在这段相补的弧上).根据反演映射的性质（第9小 
节)， 三角形 Tf ) 的边还是垂直于单位圆的圆弧. 

延拓了的函数 / i 共形地将 ifi 中的每一个映射到下半平面，使得它的边变成 
线段（0,1)， ( l , oo ), (- oo ,0) 中的一条.因此，可再次对/ X 应用对称原理，从而 M 可 
解析延拓到三角形 T 2 ( fc ) , 它关于它的边对称于片 ㈡ （图82中的阴影部分). 

无限地重复所描述的解析延拓的过程，我们便建立了在单位圆盘 C 7 中全纯的函 
数/ X ，称函数 / i 为模函数.模函数不能解析延拓到 C / 之外，就是说， C / 是它的全纯 
域.事实上，在圆^7 {|2| = 1} 上有一个处处稠密的点集，它是由三角形 T 0 的每 

个顶点在映射下得 到的； 然而，当 z 趋向于按照相应的三角形中顶点4所得到的像 
点 A n 时； ⑷ — 0;但是，当2趋向于队或者 C n 时（分别由 B 和 C 7 的映射得到) 
时，则 fi ( z ) 趋向于1或 oo . 因此，/ X 甚至都不能连续地延拓到 F . 

从上面的构造中也可清楚看岀，模函数 M 在 V 中不取三 个值： 0, 1和 oo . 我们 
以后要用到这个性质. 

我们还进一步注意到，相对于圆弧的偶数个映射（反演）给出了分式线性变换. 


§13. 边界对应和对称原理 
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图82 


由偶数个反演得到的分式线性变换按定义是由模函数描述的，它将圆 3 C / 变换到自 
己，即是 t / 的一个自同构.它们显然构成了一个群、，它是整个 C 7 的自同构群的 一 
个子群. 

容易看出， 模函数关于变换群 A 0 不变（即为自守函数). 事实上,设 A e A 。 为任 
一 映射， zeU 为任一点 y 属于上面所描述的那些三角形中的一个，设为 T (严格地 
说，是它在 V 中的闭包)，而函数 M 共形地将它映射到上半或下半平面，使得三角形 
的顶点变到点0, 1和 oo . 

根据构造，函数 M 将三角形 A ( T ) 映射到同一个半平面，并且相应的点再次变成 
点0, 1和 oo .因此 p 和 / i 。 A 都共形地将 r 映射到同一个半平面，以及同样对应的 
三个边界点，因此 

/X(2) = /X 。 A(2) ⑴ 


(参看第38小节). 

模函数的这个性质与椭圆函数的相近.实际上，具有基本周期 T 和 
数对于平面 c 的运动群 r ， 即形如 


/ 


的椭圆函 


z z - j - mz *f nz f ( m , n G Z ) (2) 

的变换构成的群保持不变.子群 r c AutC 为离散即对于任一点^ C ， 轨道 { g ( z ) : 
9 eT }^ EC 中没有极限点.完全同样地，相应于模函数，群 A 0 c AutC / 在单位圆中 
也为离散（对于任意点 z e C /, 轨道 { X ( z ) : A € A 0 } 的极限点仅仅在圆況/上. 

在一个区域上亚纯的函数，如果对于在该区域的一个离散的线性分式变换群不 
变，则被称为是一个自守函数.椭圆函数和模函数便在此列.庞加莱在他1880年到 
1884年的工作中奠定了它们的经典理论的基础，正如庞加莱自己指出的，正是想要 
与椭圆函数的理论类比，考虑以罗巴切夫斯基运动群（参看第11小节）替代平面 C 
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上的运动群（对于它，椭圆函数不变）才促使他进行了这些工作.以上叙述的模函数 
M 是由施瓦茨在1873年引进的. 


习题 • 以通常的正三角形（角为 tt /3) 替代图82中的圆弧三角形％，并考虑将 
它的顶点变成点0, 1和 OC 的到上半平面的共形映射，请构造出模函数的欧几里得 
类比.证明，这个映射可延拓为 C 中的亚纯函数 p , 而它是另一个 C 上的亚纯函数 
的立方: 9 = h 3 . # 


我们来写出逆于模函数的解析函数.为了构造这个函数考虑它的那个分支 



它全纯于上半平面并将这个上半平面映射到三角形 7 b . 根据对称原理，这 
个分支可以通过线段 （0,1)， （ l ， oo ) 和 (-00,0) 解析延拓到下半平面.延拓了的这些 
分支中的每一个可以再次通过这三条线段中任一条延拓到上半平面.此时，如果第 
二次延拓源自于第一次不同的另一条线段，则得到了与原来不同的分支（它将上半 
平面映射到了三角形>中的一个).这个延拓过程可以无限进行 下去; 它便定义了 
逆于模函数的解析函数. 


不难 看出， 逆于模函数的解析函数是个无穷多值 函數; 点0, 1和 oo 是它的对数 
型的分支点.这个函数的所有值都在单位圓 c / 中. 

下面一个定理的简单证明基于模函数的逆函数的存在性，而这个定理则是多项 
式基本性质的深远推广. 


定理1 (皮卡) ①. 任何不为常数的整函数，除去可能的一个值外，取遍所有（有 
限）的复数值. 


证明. 设整函数/没有取到两个不同的复数值 a , b e C . 函数 


9(z) 




f ( z )- 



a 


也是整函数，并不取值0和 1. 在任一点 




C 的一个邻域中，函数 w = /i 


9 


全 


纯，其中 / i — 1 为逆于模函数的函数分支，它在点 



9 ( z 0 ) 的某个邻域中全纯.因为 


函数9不取值0, 1,而 oo 是解析函数 


的奇点，故函数^可沿任意道路 



C 


解析延拓.因为 C 单连通，故根据单值性定理 （28 小节)，函数^在 C 上单值且全 


纯，即是个整函数.然而/^ 1 的所有值都在单位圆盘中，因此 W 有界，那么按照刘维 
尔定理 （20 小节)，其为常数.于是 p ， 从而/，为常数. 口 


整函数是在 C 上不取 oo 的亚纯函数.皮卡定理可推广到任意的亚纯 函数: 


定理2 (皮卡) . C 上的任意不为常数的亚纯函数，除去可能的两个值外，取遍 
€的所有值. 

证明 .设/为不取三个值 a , 6, c € C 的任意亚纯函数.可设这些值都是有限 


① C. E, Picard (1856-1941), 法国数 学家； 这里所引述的定理是他在 1879 年证明的.（我们通常 

称这个定理为“皮卡小定理——译注） 


习 


题 
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的，这是因为如果其中有一个是无穷，则/就是个不取两个值的整函数了，那么按照 
定理1为常数.考虑函数 


9{z) 


/⑷一 c 


它显然为整函数（因为/ / c )， 并且不取值土 和占. 由定理1，函数 P 为常数，从 
而/为常数. 口 

注.整函数 e ^ O 和亚纯函数 tan 2 一土 i 表明就不取值的个数方面而言，皮卡 
的两个定理不能再强化了（称这样的值为皮 卡例外 值). 

可以证明，亚纯函数除可能的两个例外值外取所有值的性质，实际上是它们在无 


穷远处形态的局部性质.成立所谓的皮卡大定理，按此定理，任意函数在它的极点的 
极限点的适当小的邻域中除去可能有两个例外值外，它取所有的值准确地说，在 
任意函数的本性奇点的任意邻域中，除去可能的一个例外值外，它取所有的有限值. 
在这个陈述中，皮卡大定理本质上是魏尔斯特拉斯-卡索拉蒂,索霍茨基定理的强化. 


习题 

1. 求在平面 C 的每个象限中方程 z 6 + 6 z + 10 = 0的根的个数. 

2. 设 f ( z ) 为在单位圆盘 C / 中的亚纯函数能够在的邻域中连续.证明对于任意使得 

| A | > maxat / 1/|的数 A ， 在圆盘 C 7 中的 A - 点数等于极点数. 

3. 

( a ) 求在第35小节中例子的级数 （10) 的收敛半径，它在《; = 0的邻域中成为整函数 w = 

ze ~ az . 

( b ) 解释为什么这个级数具有有限的收敛半径. 

( c ) 由 （ b ) 推导出对于 n ! 的渐近公式. 

4. 设函数/在圆盘 C 7 = 爿< 1} 中全纯并在点 cn ，...， On 也仅在这些点为零.证明，如 

果在 f / 中成立不等式|/( 2 )| < M ， 则在这里成立更佳不等式 \ f ( z )\ < MUk=i - 

5 . 设 /i ，…， / n 在闭区域万全纯.证明函数 ifi(z) = |/ l ( z )| + ---4 - \fn(z)\ 在它的边界 
达到极大值. 

6 . 

( a ) 设函数/在单位圆盘 C / 中全纯，在其闭包上连续，并且在上半圆 71 = {14 = 1 ， Im z > 0} 
成立不等式 |/( z )| ^ M u 而在下半圆 |/( z )| ^ Af 2 l 其中从和 M 2 为常数.证明这时有 
|/(0) ^ yJWMl [提 示： 考虑函数 g ( 2 ) = f ( z ) f (- z ).] 

( b ) 设/在正方形 g = {-l < x < 1, -1 < i / < 1} 中为全纯，在它的闭包上连续，并且在 

它的四条边上分别有 \ f ( z )\ (j = l ,...,4). 证明这时有/(0) 彡 

7. 证明下面对于带形 £> = { Rez | < tt /4} 的施瓦茨引理的 类比： 如果/ e O ( D ) J { 0 ) = 0 

® 皮卡大定理的证明（对于全纯函数的）可以在马库舍维奇的书中找到也可参看本书第二卷的 
60小节. 
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并且在 D 中|/( 2 ：)|彡1，则 |/⑷ K | tanz |, 另外，如果在某个点 2 ^ 0 该不等式的等号成立，则 
它在整个 £) 成立. 

8.设/( 2 )为在单位圆盘 t / 中的全纯函数，使得/(0) = 1,以及在 C 7 上 \ f ( z )\ < M . 证明 
在圆盘 { H 彡 1/ M } 中成立不等式|/( 2 ) - 1| < M \ z \. 

9- 证明，闭圆盘 Z 7 到自己的任意全纯映射具有不动点.举出这种映射的例子，使得它的所有 
不动点都在圆盘 C / 的边界上. 

10. 证明，如果/在单位圆盘以全纯，在 Z 7 连续，并对所有 zGdU 有 i / ⑷ | = 1，则/是 
有理函数. 

11•设/在单位圆盘 C 7 全纯，在 Z 7 连续，并且它的边界值是 J 7 中一个反全纯函数的边界值. 
证明这时/是个有理函数. 

12. (切博塔廖夫）设/⑷在上半平面 K = { lmz >0} 全纯,在 FnC 连续，且/( V ) C V , 

但 /( R ) C M . 证明，在这些条件下/是个线性函数.[撝 示： 根据对称原理，/为整 函数； 证明它 
在 x 轴上递增，然后再考虑函数贞 z ) = 其中的抑为/的唯一的零点，从而去证明 p = 

常数 .1 

13. 设水平线 7 = {|/( z )| = c ] 是条光滑的若尔当曲线，而函数/在以 7 为边界的闭区域 
D 全纯.证明 （ a ) arg / 当绕行 7 时单调 变化； （ b ) /在中零点的个数比它导数的零点数（带 
重数）大 1. 丨提示：利用第一章的习题7及幅角原理 .1 

14. 设在圆盘中的函数八全纯，异于零，并且按模全都小于 1. 于是，如果厶⑼ — 0则 
在任意 U 内圆盘上，一致地 Mz ) — 0. 

15. 证明，圆环 {n <㈤ < o } 只能共形地映射到与它相似的圆环 { P1 < M < p 2 } 上.[提 
示：利用对称原理 .1 

16. 举出映射的例子，它全纯地（然而，当然不是单叶地）将圆环映射到圆盘，以及将圆盘映 
到圆环的例子. 

17. 证明，如果在区域 D 全纯，并在 D 局部一致有界的函数序列{/„}，而且在极限点在 D 
中的 集合五 上收敛，则它在 D 中局部一致收敛. 

18. 验证，函数也 = sn ( z , k ) 唯一共形地，将等同了对边的矩形 {-2 K < Rez <2 K , - K ' < 
Im 2< J ftr , } 映射到了一个如下得到的 曲面： 取两个具有沿线段（一 / A ，-1) 和（1， l / k ) 切口的平 
面拷贝，然后按照交叉方式将切口的边粘合起来. 

19. 证明，如果 △ 和/ 2 为不是常数的整函数，则恒等式 e f ^-^ e f ^ z) = l 不可能成立. 

20. 证明，如果三个整函数厶满足方程 e /l + e /2 + e 0,则在差/； 一 / fc , j 參 k 中至少 
有一个为常数.（这个命题对于任意多个整函数都成立;它以博雷尔 （ E . Borel ) 定理而知名 .） 

21. 证明，整函数 f { z ) = ze * 不具有皮卡例外值. 


第五章解析方法 


在最后这一章里我们将考察一些基本概念和方法，它们经常被用于分析中以及 
在研究函数性质和它们的近似计算的应用问题中. 


§14. 整函数与亚纯函数的分解 

45. 米塔-列夫勒定理 


在第25小节里曾证明过，任意有理函数可以分解为一些多项式（在无穷远点的 
主部）与在一些有限奇点的主部的和.在这里我们希望得到对于任意亚纯函数的类 
似分解.我们以如 ( n = 1,2,-.-) 记亚纯函数/的极点①，而以 

记它在极点^的洛朗展开式的主部. 

如果亚纯函数/只具有有限个极点，于是从/中减去它在这些极点的主部的和， 
我们显然就得到了一个整函数 / I . 在这种情形下，所提的问题可以很平凡地得以解 
决： 函数/可分解为整函数/ I 和它的所有主部的和.因此，只有在有无穷多个极点 
的情形才是个有意思的问题.这时不再是个有限和而是个由主部构成的级数，从而 
产生了它的收敛性问题.一般说来，这个级数发散，为了得到收敛于这些主部的级数 
有必要引进一些修正项，它们就像我们将要看到的那样，可以取作多项式的 形式： 是 
主部的泰勒展开式的截段. 

在转到准确阐述与证明时，由于亚纯函数在一些点会取无穷大，我们首先要规 
定如何理解亚纯函数形成的级数的收敛性. 


①我们 记得，亚纯函数的极点最多只有可数 多个： 在圆盘 {| z | < 尺},汉=中， 极点只有 
有限个,这是因为如若不然,就会存在他们的有限的极限点，它不是一个孤立奇点,从而不是极点. 
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定义 1. 称由亚纯函数构成的级数在集合 M 中收敛（一致收敛）是说，如果只 

有它的有限个项在 M 中有极点，并且在去掉这些项后，该级数在 M 上收敛（一致 
收敛 

下面的对于给定了极点和主部的亚纯函数的存在定理解决了分解问题： 

定理1 (米塔-列夫勒 ①). 对于任何点序列 e C ， limn^oo a n = oo 以及形如 
(1) 的函数序列知，存在一个亚纯函数/，它在所有的也只在这些点有极点，并 
且/在每个极点的主部为 

证明.不失一般性可设# 0 (如若不然，可以用 f-go 替代/,其中的 go 为 f 
在点 z =0的主部）并且〜的脚标按模的非降排列： Kil 彡 | a „ + i | (n - 1,2,…).固 
定一个数 < 7 , 0 < g < 1，并记 K n = {z : \ z \ < q\a n \}. 因为函数 在圆盘 {| z | < | a „|} 
中全纯，且紧闭于此圆盘， 故 g n 在 K n 上可被泰勒多项式 

仙) =£学 (2) 

fc =0 

一致 逼近; 我们在其中如此选取次数 m n , 使得对于所有的2 e 有 

lg n (z) ^ p n(z )l < ± (n = l,2,...). (3) 

在如此选择的 Pn 下，级数 En = l^n _八）=/在 C 的任何一个紧集夂在定 
义1的意义下一致收敛.事实上，对于任意的 K 可以找到指标 V ，使得对于所有 
n > JV 有 A ： C Kn ; 级数的项 

/n — ^2 (9n — Pn) ⑷ 

n=N 

在 K 上全纯,并由于 （3), 该级数在 K 上被一个收敛的几何级数控制.因此级数⑷ 
在尺 上一致收敛，而且其和 /; sr 根据魏尔斯特拉斯定理（ 23 小节）在/^上全纯. 

函数/与 / iv 相差一个有理函数(加 - ')，它以 a n 为极点，以如为其 
主部 ， n = 1，2 ,…， iV - 1,因而在 1 C 具有给定的极点和 主部. 因为 K 为任意的紧集, 

故/为亚纯并在 C 上具有给定的极点和 主部. 口 


推论. 任意亚纯函数/可以展开为级数 

OO 

f = h + — Pn)i ⑻ 

n=l 

它在任意紧集上一致收敛，而其中的/ I 为整函数，扣为/的主部， Pn 为某个多项式. 

证明. 按照模的不降顺序安排/的极点的脚标（如果将/换作/ - 如，则可将 
点2 = 0看作是/的正常点，这里的如是/在2 = 0的主 部)； 于是根据定理1，可 

① G . Mitta«-Leffler (1846—1927)，瑞典数学家，魏尔斯特拉斯的学生，也是柯瓦列夫斯卡碰的朋 
友 . 1896年被选为彼得堡科学院通讯院士，而后在1的 5 年选为苏联科学院荣誉院士 • 这个定理发 

表于1877 年. 


构造级数 
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fo = 〉： (夕71 ~ P n )> 

n=l 

它在任意紧集上一致收敛.函数/ - /o = / I 显然是个整函数. n 


例. 

1. 亚纯函数1/ sin 2 2 在点 a n = n 7 r (n = 0, 士 1， •. •） 具有二阶极点，并且它在极 
点 On 的主部等于如=由主部构成的级数 

剔=:£ 


在任意紧集上一致收敛（在定义1的意义下)，这是因为在任意圆盘<丑}上它 
可被收敛级数所控制.因此在展开式 （5) 中的修正多项式 Pn 已无需要， 
而接下来则是求出整函数 



这是个周期为 tt 的周期函数，因此只需在带形彳0 < Rez <埘中研究它就可以了. 
在这个带形中，对于 n = 1，2,…，有|么 - n 7 r | 彡 7 r(n - 1)，故而 

m - oo - 

\fo(z)\^ J2 | z -n 7 r| 2 +2 ^ .(n- 1) 2 tt 2 

n= —m 1 ， n=m+l 、 ， 

在此带形中 2 — 00 时趋向 0. 因为 I sin 2 = sin 2 x + sinh 2 y 这时趋向于无穷大，故 
而 h ( z ) 当 z — oo , 0 < Rez < 7 T 时趋向于零.所以/ I 在在此带形中有界，又由周期 


性知其在 C 有界; 根据刘维尔定理/ I 为常数,从而为零.于是它的米塔-列夫勒分解 


形如 



Ettz 


OO 


(z — n 丌) 2 • 


⑹ 


2. 亚纯函数 cot 2 ：在同样的那些点 a „ = nTT (n = 0，±1，...）具有单极点，这时 
它的主部为％ = l /( z - n 7 r ). 由主部构成的级数发散，然而容易看出，可以取零次的 


修正多 项式： 级数 



( E ； 表示取和时去掉指标为0的项）在每一个紧集上一致收敛.剩下来要求在展开 
式⑹中的整函数 /I 了； 这可像前一个例子那 样做; 我们确信 h = 0. 

但是更简单的是，对于^ -夫沿任意一条连接点2 = 0与 z 且不通过极点 
a n =0 的道路将进行积分.利用公式（6)，我们得到所要得米塔夫勒的公式 


cot z - 

Z 



⑺ 



可对 （10) 的左端，即量 
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Rn { z ) = 


f /(C) dC 

27 ri y 7N c m c(c - z ) 


估值(我们对积分号内的几何级数进行了求 和). 利用不等式 (8) 便得到估值 \ R N ( z )\ ^ 

从它看出，当 iV — oo 时有 R N ( z ) - 0,另外，在任意紧集上它还是一致的. 

□ 


例.不难看出 ， cot 2 ；在圆 {\ z \ = 7 T (^ + ^)} 1 n = 0,1,2, ••- 上有界，因而可对 
函数/(幻 = cot2 - i 应用定理2,在其中可令 m ：= 0. 我们再次得到分解 （7). # 

最后我们引进在任意区域 DCC 情形下的广义的米塔-列夫勒定理.不失一 
般性，我们假定 Z ) 包含了无穷远点（这可由分式线性变换做到)，并且/ 0，即 
D^C (那种情形定理平凡). 


定理 3. 对于任何在 D 中没有极限点的序列 d n ， 以及形如⑴的函数序列％， 
存在中的亚纯函数/，它在所有点也只在这些点 a n 上有极点，并且在每个点 a n 
的主部等于分 n . 


证明.在有限个点的情形定理平凡，故需假定序列 On 是无穷的.对于每个 


a n 我们找到最靠近它的点 Qn € aD (存在这样的点，这是因为连续函数 p ( C ) 




IC —a n| 


在紧集 3 D 上达到极 小)； 显然，当 n 


—► oo 


时， r n 




0*71 — OLn 


0. 对于所有的 


ze {\ z - a n \> r n }, 函数（之 一 a n r l 可以展开为收敛的几何 级数: 



OO 

fc =0 


(a n — a n ) fc 

( z - aj + i ， 


由此看出当 |z - a n | > 2r n 时函数 （z - a^- 1 , 同时意味着 g n (z) y 可以以任意阶的 
精度逼近变量 （Z - Qn )- 1 的多项式.我们选取多项式& (^) = Qn(z) 使得当 
\z - a n | ^ 2r n 时满足不等式 

\9n{z) - Qn(z)\ < 71=1 ， 2，." （ 11) 

(这里的 Q n 是全纯于 D 的有理函数). 

在所选择的下，级数 

OO 

n=l 


在每个 K 运 D 上一致收敛（在定义1的意义下).事实上，对于每个这样的 K ， 可以 
找到数 7 V 使得对于所有的 n ^ N 和所有 zeK ,^ \z - ot n \ ^ 2 r n . 由在尺上的全 

纯函数构成的级数 



被在 K 上收敛的几何级数所控制，因此函数 f N 在 K 上 全纯. 函数/与 / jv 相差一个 
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有理函数 EnJl ^ Pn - Qn ), 而它在乃上只有具主部如的极点 ( Z n (H = 1，…， N -1)®. 
因为 K 是中任意的紧集，故/满足定理的条件. 口 


注.设给定了任意的点序列 a n 6 C 及相应的形如 （1) 的函数(如果某个 


dn 



1 


则相应的函数％是没有自由项的 z 的多项式).设五是序列 



的极限 


点的集合（容易看出这个集合为闭).如果在定理3的证明中选取最靠近〜的点 a n 
为 E 的点，则级数 （12) 定义的函数 f 在 E 的补集中亚纯（它是个开集，因而最多由 
区域的可数集合构成). 


46. 魏尔斯特拉斯定理 

在这里我们考虑将整函数分解为对应于它们的零点的线性因式，这类似于对于 
多项式的分解： 

I i / \ 

P ( z ) JJ( Z -a n ) = >l2 m n f 1 -^) (1) 

n=l n=l \ n / 

(我们以〜表示多项式的非 零根； 每个根按重数重 复算； 以 m 表示根2 = 0的重数 )• 
在一般情形，整函数具有零点的（可数）无穷集，因此我们处于需要替代有限乘 
积 （1) 而去考虑无穷乘积的情形.让我们来回忆一下有关这种无穷乘积的定义和最 
简单的一些事实.称具有复数项的无穷乘积 

flu+Cn) (2) 

n=l 

收敛是说，如果它所有的因式均异于零，并且部分积 n„ = riLi(i+cn) 具有极限 
n = iim n —oo ru， 而且也异于 零③； 称数 n 为乘积⑺的值 • 

因为1 +〜故条件 Cn -0 是乘积 （2) 收敛的必要 条件; 它当然不是充 
分的： 例如 Un=l (1 + i ). 对于乘积 （2) 收敛性的充分必要条件是在适当选取对数 
值时的级数 

oo 

^ln(l +Cn) ⑶ 

n=l 

的收敛性.事实上，设级数 （3) 收敛，也就是说部分和= E [ =1 ln(l +〜）收敛于 
有限极限 D 于是部分乘积 n „ = 趋向于极限 n = / 0,即 （2) 收敛.现设 （2) 
收敛，即存在极限 iim n ^ oon n = n ^ 0；我们选取对数值 inn nj 使得 inn n ^ inn , 
然后令 ln ( l - l - ci ) = lnni , 我们选取值 ln(l + c 2 ) 使得 ln(l + c x ) In ( l + c 2 ) = lnn 2 , 
等等（假定我们已选取了值 ln(l + Cfc ), fc = 1 ， ... ， n - 1,那么我们选取 lii(l +〜）使 
得 ELi + Cn ) = lnn n ). 在这样选取对数值下， 便有心 = inn n -^ inn , 即级数 

(3) 收敛. 

①在点这个有理函数仍有极点^旦它不属于 D . 

⑦引进条件 n /0是为了保持乘积只有在一个因式为零时才为零的性质. 
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最后，我们称一个因式为集合 M 上的全纯函数的无穷乘积在这个集合上收敛 
是说,如果在这些因式中间只有有限个在 M 上取为零，并且在去掉这些因式后的乘 
积在 M 的每个点收敛.具有给定零点的整函数的存在定理是后面进行讨论的基础. 

定理1 ( K . 魏尔斯特拉斯) ①. 对于任意使 limn^oo a n = 00的点序列€ C ， 
存在一个整函数/，它以所有点 a n 并只以这呰点为零点，并且/ 在点〜 的零点的 
阶等于所给序列中如出现的 项数. 

证明. 不失一般性， 可设〜 # 0 (因为替代/可以去考虑整函数其中 m 
为/在点 z = 0的零点的阶数)， 并对％ 设脚标按照模的不降顺序安排. 

如我们已知道的，因式为 ( l -^) 的无穷乘积的收敛性等价于由这些因式的 

对数 ° 



组成的级数的收敛性.但是这个级数在一般情形下发散，这是因为心 1 — 0不 够快; 
为了得到收敛性，自然是去掉上面展式的前面一些项，在那里出现的是 1/ an 的低次 
幂.换句话说，不是去考虑而是应该考虑函数 



其中 p n 是个按所需要的选取的自然数. 


我们将按照这个一般的想法进行 • 为此，我们固定一个数 


y 


并记 


K n 

有 


咖 n |}. 对于 


分支 


有定义，设其为主分支（在这里 




0), 从而定义了在公式 （4) 中的函数 \ ng n . 对于这样的 2 有估值 


\\ng n (z)\ ^ 




Pn+1 



Q 


k 




Pk + k 





Q 



Prv + l 


(5) 


(我们利用了显然的不等式 Pk + k + 1^ I 以及对几何级数的求和) • 


我们现在选取 Pn 使得级数 



⑹ 


在任意圆盘 {| z | 彡 J ?} 上绝对和一致收敛：为此只要令，譬如 ， Pn + 1 = n (回忆柯 
西判别法，以及 -> oo ). 对于任意固定的紧集 K 可以找到指标 iV ， 使得对于所有 
n>IV 有 KdK n . 于是由 （5) 看出，在尺上级数 En = N ^9 n ( z ) 绝对和一致收敛， 


①发表于 1876 年，在米塔夫勒定理前 一年. 
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但这意味着乘积 


n 如⑷ 



1 - 




-L ] e ^r+5(^r) 2+ -+^r(^r) Pn = f N ( z ) 

(l n ! 


显然函数 /iv = 〜在尺上全纯，并不在那里取零.所以无穷乘积 


/⑷ 



Z 


a n 


☆+i(6 ： ) 2 十 …+ 点(点广 


⑺ 


仅与 / at 相差有限个因式，因而在 K 上收敛，从而函数/在这里全纯，并且只在属 
于 K 的那些点 a n 为零. 


因为 K 为任意的紧集，故/为有给定零点的整 函数. 


□ 


推论. 任意整函数/可以分解为相应与它的零点的无穷乘积 

/⑷= z m e 9(z) II C _ f~) e 六 +“ 六 ) 2+ ". +☆(☆)' ⑻ 

其中 m 为/在点 z = 0的零点的阶， p 为某个整函数，而数 p „ 的选取是使得级数 
(6) 在任意紧集上绝对和一致收敛. 


证明.我们假定 m = 0 (为此只要用函数 f ( z )/ z m 替代/即可）并将/的零点 
按模的不降顺序排列，而且每个零点按它的重数多少排列多少次.根据定理1，按照 


这些零点构造出整函数 



e ☆ + K ☆ ) 2 +_..+☆ ( 6 广. 


分式 ///o 显然是个没有零点的整函数，所以函数 ;\ n 槪 可无限地延拓到 C， 
并根据单值性定理（第28小节）是个整函数 • 因此，/ = e ^ f 0 . O 


例. 

1. 整函数今 5 在点 a n = n7r，（n = 土1，±2，...）有单零点.因为级数 ^ Z { z / n ) 2 
在任意紧集上一致收敛,故可以令所有 N = 1,从而魏尔斯特拉斯分解有形式 


— = e 5(z) fl ' (\-—) e znnir \ 
z V nn / 

n=—oc 

其中 p 为某个整函数 （“ 在这里表示乘积中需要去掉指标 n = 0). 还需要求出 p, 
而较简单的做法是对于上一节得到的 cotz -^ 的分解式积分.我们发现 9 = 0, hK 


而分解有了最终的形式® 


smz 

Z 


lT ( i - 


z /( n 7 r ) 


nn 


oo / 

=n( 

n=l 、 



n 2 7r 2 


( 9 ) 


(在转向第二个分解形式时我们把具指标 n 和- n 的项合并,这是为相应级数的绝对 


收敛性容许的). 


①这个分解已被欧拉在 1734—1735 年以形式 sin ttz = ?rz(l - z/l)(l + z/l)(l - z/2)(l + z/2) - - • 
得到 . 
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Pn 


2. 整函数^在点 a 
0,从而魏尔斯特拉斯分解有形式 


(n 




1，2,…）有单零点.显然，可以令所有的 


sin y/z 


— e 


3⑷ 


DO 

n ( i - 


7 l 2 7 T 2 ) 


( 10 ) 


整函数 g = 0, 更简单地可在 （9) 的第二个分解时中以 v / i 替代 Z 便能证明 . # 


我们现在给出魏尔斯特拉斯定理在任意区域 D 上的推广.不失一般性,假定 D 
包含了无穷远点并且边界/ 0 . 

定理 2. 对于在 D 中不具有极限点的任意的点序列 a n e D ， 存在在 D 中全纯 

的函数/,它以且只以这些点为零点①. 


证明.假定为无穷序列.对于每个点可以找到最靠近它的点€次 D ; 
当 n —► OO 时数〜=|(2„ — Qtnl — 0. 于是对于所有的 z e {\ z - Q n | > r „} 成立分解 



而当 |z - a „| > 2 r n 时它按 z —致 收敛. 

因此当 | z - a n |>2 r m 可选取自然数 p n 使得 


In 



Pn 



(fln - 知 

k(z - a n ) k 



< 


2 n 


在所选的 Pn 下，无穷乘积 


(n = 1，2,…） • 



y^Pn (a n -a n ) fc 
g 乙矢； 1 




在每个 K D 收敛.事实上，对于任意这样的欠可以找到数 7 V ， 使得对所有的 
n 彡 TV 有 |z - a n | > 2 r n . 由在 K 上全纯的函数 



形成的级数，根据 （11) 在 K 上一致收敛，从而在 K 上全纯，因此乘积 



e 


^Pn (o n — Q n ) fc 

= 1 fc(x-On) f 


— e 9N{z) 


在 A ： 上全纯并不取零值.因此由 （12) 的乘积定义的函数 f 在 K 上全纯，并只在点 
a n eK 取零.因为 K 是 D 的任意紧集.故/满足定理的条件. 口 


注.如果假设区域 D 包含了点;2 = 0,而它并非所要求的函数/的零点，则公 
式 （12) 可以有一点不同的形式.在 （12) 的右端将2换成士，换成而换成 


®/ 在点 an 的零点的阶等于 an 在所给序列中出现的次数. 
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§15. 整函数的增长性 

47. 整函数的阶与型 

设给出了整函数/;记 

M /( r ) = max |/( z )|. (1) 

|:|=r 

根据最大模原理， Mf ( r ) 也是在圆盘{| 2 | < r } 上的 max \ f ( z )\. 因此 M /( r ) 是个 
递增函数.如果按照某个序列 — oo , 数 M f ( r ) 的增长不快于 r 的某个幂，譬如, 
M f ( r k ) < Ar ^, 其中 A =常数而 m 彡1为整数，于是/是个次数彡 m 的多 项式. 
这可由对于/(幻= Ec n z n 展开式系数的柯西不等式 得到； 我们有 

柯_' 

由此，令 A : 趋向于 oo , 那么当 n > m 时 Cn — 0. 

如果将此作为平凡情形舍去，那么对于 M f ( r ) 的增长速度估值需要取增长比 r 
的任意幂更快的函数.阶的概念是在将 M f ( r ) 与 函数， 比较时产生的. 

定义 1. 称整函数的阶 不超过 p(ord f ^ p ) 是说，如果可以找到常数和 C 7 2 
使得对于所有的 r > 0有 

M /( r ) < C \ e C2fJ> . 

我们称这些 p 的下确界为/ 的阶： 

ord / = inf{p : M /( r ) ^ Cie CarP }. (2) 

如果不存在这样的数 p ， 则说/ 是无穷 阶的. 

习题. 证明任意整函数的导数具有与原来函数同样的阶. [提 示： 利用对于导数 
的柯西积分公式 .1 # 

定理 1. 整函数/的阶可按公式 

ord / = ( - r) ⑶ 

r—oo lnr 

计算 • 

证明 .记 （3) 的右端为 P . 根据上极限的定义，对于任意的£ > 0,可以找到 
r 0 使得当 r > nj 时，我们有 lnln M /( r ) ^ (p + e ) lnr , 由此得到 M f ( r ) ^ 

因为 M /( r ) 递增，故若设 C = max ( M /( r 0 ), 1), 我们得到，对于所有的 r 彡0有 
M f ( r ) ^ Ce rP + t , 即 ord / 彡 p + 由于 e 是任意的，由此得到 ord f ^ p . 但是如果 
ord f < p 、 则可找到 e 〉0使得 ord / 彡一 e ， 即对于所有的 r 和某两个常数 Q 和 
C 2 有 M f ( r ) < C x e c ^ € . 于是对于所有的 r ， 

InlnM /( r ) < ln(ln C \ + C2r p ~ e ) 
lnr 、 In r 1 
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并且右端当 r — oo 时趋向于极限 p - S (可由洛必达法则算出)，这与左端的上极限 
等于 P 矛盾.因此应该有 ord f = p . □ 

例.公式 （3) 可对于那些容易算出 M f ( r ) 的函数来计算函数的阶.于是根据此 
公式， e *' sin cos ^/ i , e c * 的阶分另丨]为 n ，1, 1/2和 oo . # 

在整函数的阶的更复杂的情形就不得不按照它们的泰勒展开式 

/⑷= f ； V ⑷ 

的系数进行计算了.我们注意到由柯西-^达马公式 （20 小节)，函数/为整当且仅当 
limn-.oo = 0( 在这里上极限可换成普通的极限，这是因为^ 0). 

趋向于0的速度决定了函数的阶. 


定理 2. 整函数的阶 ord / ^ p 当且仅当它的展式 （4) 的系数对于所有 n = 
1，2, ... 满足条件 

n 1/p < c , (5) 

其中 c 为某个常数. 


证明 • （ a) 如果 ord / ^ p, 则可以找到常数 Q 和 <7 2 使得 M f (r) ^ C x e c ^ P ,从 
而根据柯西不等式 | Cn | < 由此有 

n 1/p cl /n e C2 ^~ ln r+ i lnn . 


这个不等式对于所有 r > 0 成立，而它的左端与 r 无关，因此可以在右端取 r 使它 
非常小.右端在 r = ro 有唯一的临界点，其中= n /( C2p ), 而当 r — 0和 r —► oo 
时它都无限递增，因此 U 是个极小点，于是右端用 r = ro 代人,我们有 


n 1/p C\ /n e 


1+ln Cap 
p 



由此显然得出 （5). 

( b ) 如果 （5) 被满足，则 vra — 0,从而由展开式 （4) 定义的函数/为整.由 
(5) 得到将其代入（4)，对于任意固定的 r 彡0便得到 

M/(r) < Icol + £ = Icol + f ： ⑹ 

n=l n=l 

记幕的指数(将 n 换成: c ) 为 ^ p ( x ) = xln 2 cr -^ lnx . 它的导数只在 x = xo = (2 cr) p /e 
时有 ( p f ( x ) = 0, 而当 z — 0 和 x —► oo 时函数 ( p ( x ) 分别地趋向于 0 和 - oo . 因此 ip 
在正半轴的最大值等于 ^( xo ) = x 0 /p = C 2 r ^ 其中= (2 c ) Ve . 将这些值代入⑹ 
的幂的指数中，我们只是加强了不等式为 

M f ( r ) ^ | cq | + e CarP = | co |+ e Car ' 

n=l 

再令 G = | co | + 1，我们便得到了所需的估值:对于所有 r 彡0,有 Mf ( r ) ^ C x e c ^\ 

n 
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例. 所证明的定理让我们可以构造出具任意阶 p (0 < p < oo ) 的整 函数： 只要 
在⑷中选 Cn = 即可（这时 — 0,因而/为整函数).根据同一个定理， 
泰勒系数 Cn = e - 2 时函数为零阶，而当 h = ( Inn )- 时为无穷阶 . # 

在给出了阶之后，型的概念则更加细致地刻画了函数的增长特性. 

定义 2. 称 p 阶整函数/的型 不超过 a (typ f ^ c ) 是说，如果存在常数使 
得对于所有的 r * > 0有 

M f { r ) ^ Ce orP . 

称这样的数 a 的下确界为函数/ 的型： 

typ / = inf { o •: M /( r ) < ⑺ 

如果没有这样的数则说 / 是极大 （或无穷） 型的； 如果 typ / = 0则说它 是极小 （或 
零） 型的； 当0 < typ / < oo 是则说 是中间 型的. 
p (0 < p < oo ) 阶的整函数/的型可用公式 

typ/= lim lnM :( r ) (8) 

r—^oo T p 

进行计算，其证明同于定理 1 的证明.我们不再在这里关注用它的泰勒级数的系数 
来进行计算的问题了. 

例. 函数 cosa 为1阶 a 型； 函数 sinv ^/ v^i (验证其为整函数!）为1/2阶1 
型 . # 

习题 • 证明泰勒系数为〜= { l ^) n / P 的函数为 P 阶极大型整函数，泰勒系数 
为 Cn = (^ b ) n / p 的函数是 P 阶极小型，而系数 Cn = ( e - P / n )^ 是 P 阶 C 7 型 . # 

整函数的阶的概念第一次出现在1883年庞加莱的工 作中： 他称函数 f 为 k 型 
的是说，如果当 r — oo 时 InM /( r ) = 0( r fc +1 ). 我们上面用的定义是 E . 博雷尔在 
1897年给出的①. 

48. 增长性与零点.阿达马定理 

可以举出没有零点的任意快速增大的整函数的例子 ( e *, e c ， 等等).另一方面，存 
在许多命题，它们指出，如果不恒等于零的整函数不得不常常取零的话，它的值就会 
极强地增长.换句话说，可通过整函数的阶得到零点个数的上界估值.在这里我们将 
给出几个这样的估值. 


① E . Borel (1871—1956) 法国数学家，在二战时参加了对法西斯的抵抗运动. 
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因为 n /( i )>0, 故这里的左端在积分区间从 （0， er ) 变到 （ r , er ) 时不增，而 

^^ dt > n f { r ) J _ = n f ( r ), 

这是由于不降函数 n / 在 t € ( r , er ) 有 n /( t ) ^ n /( r ). □ 

推论 2. 如果/ (/(0) = 1) 为阶不高于 p ， 0 < p < oc 的整 函数， 则它在圆盘 
{\ z \< r } 中零点的个数没有增加得快：存在常数使得对于所有的 r > 0有 

n /( r ) ^ Cr p • (3) 

证明•由⑵，对于所有 r ^ O 我们有 n f ( r ) ^ InM /( er ), 但是，根据阶的定义， 
可以找到常数 C 2 使得 M /( r ) ^ e c - rP (由于我们有/(0) = 1,故可取常数= 1, # 
看47小节定理1的证明).由此， InM f ( er ) ^ C 2 { erY , 并将此代入第一个不等式便 
得到（3)，其中常数 <7 = C 2 eP . □ 

推论1和2表达了在上面提到的整函数的 性质： 如果对这样的函数其零点数 
n f ( r ) 快速增多，则它的最大模 M f ( r ) 也快速增大.以下的定理估计了整函数的零点 
模的倒数经由它的增长阶构成的级数的收敛 速度： 

定理2 (阿达马 ①).如果 / (/(0) _ 0) 为有限阶的整函数， { a n } 为它的零点， 
则级数 

S w p+e ⑷ 



对于任意的 e > 0收敛. 

证明. 不失一般性，假定/⑼= 1. 正项级数的收敛性不依赖于级数项的次序, 
因此也可能发散的级数 （4) 可以表示为以下形式 •- 




+S E 

fc=0 kaneAjt 



⑻ 


其中右端第一个取和覆盖了 /在圆盘 r = {kl < 1} 中所有的零点，而第二个取和 
覆盖了在圆环= {2 fc 彡 M 彡2&+ 1 }中所有的 零点； 其中一些和也可能缺项.因为 
第一个和有界，而在圆环 Afc 中每一个零点的模 > 2 fc ， 而它的数目彡 n /(2 fc+1 ), 故由 


(5) 得到估值 


OO 



i K + 


€ 


^ Co + 


fc =0 


n /(2 fc+1 ) 

2fc(p+e) 


但是对于阶为 /9 的函数，根据（3)，有 n f (2 k ^) < 因此右端的级数被由项 

为 C 2^ l ) p /2 k ^ +e ^ = C 2 P /2 ke 的级数所控制，它是具公比1/2 £ < 1的几何级数，因 


此收敛，所以级数⑷对于任意的 e > 0收敛 • □ 


① J . S . Hadamard (1865 — 1963), 法国数学家；这个和下一个定理是他在1893年证明的（形式略 
有不同，因为那时还没有淸晰的阶的概念). 
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的圆盘上一致收敛，又根据第23小节的魏尔斯特拉斯定理它可以逐项微分，从而当 


k >[ p \ 时我们有 



(我们已知 degP n = [ p ], 以及 In (l - ^)的展开式中的系数等于^).按照 
定理2,由&组成的级数在 fc > [ pj 时收敛，因此，当 AT — oo 时右端6和趋向于 
0. 但是系数不依赖于 iV ， 所以要证明当 fc > [ pj 时 Cfc = 0,只要证明当 N^oo 
时对于固定的 fc 有 Cfc ( TV ) — 0就可以了. 

为此需要利用/增长性的界，这基于条件 ord f = p . 我们注意到，当 | z | = 2丑 
且 n 彡 W 时，我们有 | l -^| ^ 彡1，于是根据⑼，在圆以| = 2 il } 上我们有 

IQat ⑷|>1，这意味着在这1有 n 

剛=|識卜 M/( 卿 

根据最大模原理，对于卜| < 2丑成立不等式 |/ jv ⑷ | 彡 M /(2 r ), 而在圆盘{| 2 |彡 J ?} 
中所定义的函数卽= In 仏有 Reg N { z ) ^ \ nM f (2 R ). 根据函数的阶的定义由此得 
到， 当卜| 彡 H 时 

Reg N { z ) ^ lnCi + C 2 (2 R ) fi ， (11) 


其中 G 和为常数. 


这里我们有必要利用类似于对泰勒展开式系数的柯西不等式，把在那里的函数 


模的极大值换作所涉及的它的实部的极大值： 

2 

MN)\ < —r maxRe{g N (z) - g N (0)}. 

it \z\=R 

这个不等式的证明放到了后面（参看附录的第 2 小节中（公式 （14)). 考虑到（11)，以 
及⑽⑼= In / tv ⑼= 0,故我们得出 

|cjt(AT)| < -^{ln C\ + C2(2i?) p }. 

当丑 — oo 我们从而有 N = N ( R ) — 00 , 因此对于所有的 fc > p ， 当 AT — oo 时有 
c fc (7 V ) — 0. □ 


阿达马定理包含了有限阶的整函数的魏尔斯特拉斯分解的重要信息.特别是它 
们中的第二个 估值： 在分解式 （6) 的整函数 g 的分支没有有效的定义（只证明了它 
的存在性)，而对于有限阶的函数，由于这个定理，代替 p 的泰勒级数的无穷多个未 
知的系数，我们只有不超过被分解函数的阶的有限个系数. 


例.因为整函数^的阶等于1,故所有的多 项式八 和函数 P 为线性，因此 
它的魏尔斯特拉斯分解有形式 

z xx \ nn / 



从而我们只要再找两个常数 (2 和 6 即可.将2趋向于零，我们得到6 = 0,而利用函 
数_的偶性质，并替换 z 为- z ， 从而得到 a = 0. 因此，我们重新找到了已知的分 
解（参看 46 小节的公式⑼） 

oo 

amz = z JJ ' ( 1_ —) e "( ffn) = 2 

n = —oo 

习题. 证明具非整数阶 P < OC 的整函数有无穷多个零点 . # 
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49. 弗拉格门-林德勒夫定理 

如果函数/在区域 D 上全纯并在万中连续，则根据最大模原理 （37 小节)，由 
在 ao 上 \ f ( z )\ ^ M 得到在整个区域 D 成立这个不等式.但是，如果连续性条件在 
3 D 至少在一个点上不成立，则这个结论不再成立.例如考虑圆盘 D ={ x 2 + y 2 < x } 
以及在其上全纯的函数/⑷=它在万\{0}连续，并在 dD \ {0} 上它的模处 
处为 | e i | = = e , 但是在 D 的内部这个函数取任意大的值.然而如果附加一 

些条件的话结论还是可以保留的，而这个条件是说，当逼近边界上的例外点时函数/ 
不要增长得太快.称这一类的命题 为弗拉格门-林德勒夫原理 并在分析中有重要的 
应用； 我们将对一些类型的区域对它进行准确地阐述和证明. 

先考 虑角； 不失一般性假定它的顶点放在点 z = 0,并且相对于 a : 轴 对称，即有 

形式 

& = p e C : |arg 2 ：| < 盖 } (1) 

(图 83). 



图 83 


我们假定边界的例外点为无穷远点，并且我们约定当逼近它时以所谓的角 
阶 P 与角型 cr 来刻画函数的增长：如果在圆 7 r = {W = € 5 a } 上取 M f { r ) = 


_ §16. 涉及增长性的其他定理 _ .201. 

max |/( 2 )|,则 

p = a = 1Er lnM £ W 

r—oo In T r—♦oo 

定理 i (弗拉格门，林德勒夫 ①).设函数/在角&中全纯，并可连续地延拓到 
它的边界 dS a 的有限点上，且在这些点上处处有 \ f ( z )\ ^ M . 如果这个函数的角阶 
p < a , 则在整 个&有 |/( z )| ^ M . 

证明. ，们选择数 e > 0和 〆， p < 〆 < «，并考虑函数 f £ ( z ) = /( z ) e _« P '，其 
中分支 e ~ ezfi 由条件 I arg ^| < ^给出.如果令 2 = re 气则 

1/ e ⑷卜 |/ WK er ’ cospV ， 

因此 ，在& 的边上有 \ fe { z )\ < M ，其中 p = 土壺和 IpVI = ^ < f , 而根据角阶的 
定义，对于所有的 r , 在弧 > 上有 

|/ e (2)| cC ^ c〆 - 〆 、 08 〆 》. 

因为在这段弧上有 cos p'If ^ COS ^ J - > 0和 p < 〆 ，故对于任意的£ > 0,右端在 
r — oo 时趋向于0,这意味着，对于充分大的 r ， 在它上面有 \ f € ( z )\ ^ M . 对由 
和这样的弧为边界的扇形应用最大模原理,我们得到在任一点 2 € 有 \ f e { z )\ ^ M . 

因为 e > 0任意，故当 e 趋向0时，我们得到对任意点 2 e 有 \ f ( z )\ □ 

注.角张得越小（即 a 越大）对于较大增长性的函数而言就越能保持最大模原 
理.又，在定理中增长性的估值 p < a 是精 确的： 当 p = cr 最大模原理不再为真.这 
由在&中全纯的函数/(4 = e # 的例子可清楚看出（考虑满足 | argz | < ^的分 
支) •，在 dS a 上我们有 \ f { z )\ e rac ^ | v= ^= 1，而/在上无界. 

但是还是可以将这个定理做得更精细：如果考虑到角型，那么对于角阶为 a 的 
函数也可保持最大模原理. 

定理 2. 设函数/在角中全纯，它的角阶等于％而其角型为 <7. 如果 
f 还可连续地延拓到 dS a 的有限点，并在这里处处有 |/( z )| < M , 则对于所有点 
z = re i<p € S a 有 

|/( z )| < Me ar ° co8a[ ^. (3) 

证明.固定 e > 0并考虑函数 f e ( z ) = 其中#的分支是由条件 

|arg 2 |< ^给出.在角的边上有 \ f e ( z )\ < M (参看前一个定理的证明)，而在实轴上 

有 \ f e { x )\ < C〆 *。 - ㈣ 其中 〆 > a 而 C 为某个常数.选取 〆 < <7 + e ， 我们便 
得到厶 在实轴上 有界; 设 \ f £ ( x )\ ^ M e . 将定理1应用于下面的每一 个角： 

S 。 = {0 < argz < 7r/(2o：)} 和 = {— 7r/(2a) < argz < 0} 

(由于 &和％ 的张角二倍地小于 & 的张角，故可应用此定理)，我们得到 |/ e ( z )| 
(在&和冗中每一个，从而在&中）不超过 max ( M , M e ). 因此， / e 在 5 a 有界， 


① L . E . Phragm 如和 E . L . Lindelof , 瑞典数 学家; 这个定理是他们在1908年证明的. 
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而因为在0心上 \ f £ ( z )\ < M , 故同样根据定理1,在 S a 上处处有彡 M . 于 
是，|/⑷ | 彡 M \ e^^ a \ = Mek + e )# cos ' 将 e 趋向0,从而得到 （3). 口 

推论 1. 如果在定理2的条件中角型极小 （a = 0), 则对于所有 z e S a 有 

\ f ( z )\ < M . 

证明. 它由在 ⑶ 中令 a = 0 得到. 口 

推论 2. 如果阶为 p = 1而型不超过 (7 的整函数/在实轴上 有界： 设在这里 
1/(0!) | 彡 M ， 则对任意点 z = x + 有 

\ f ( z )\ < (4) 

证明.如果 2 = re — 属于右半平面，则 g ( 2 ) == f ( iz ) 满足定理2的条件，其中 
a = 1,因此 

|涧| 《 Me ar cos ^ (- tt /2 <( f < tt /2). 

在这里将 z 替换(从而 p 替换 W - tt/2), 我们便得到，在上半平面有 \ f ( z )\ ^ 
Me ar sin <p = Me ay 相似地，在下半平面有 \ f ( Z )\ < Me~ ay . □ 

推论 3. 如果 / 为阶小于1，或者阶为1但型为极小的整函数，则由/在任一 
直线上有界推出 / E 常数. 

证明. 函数/在被这条直线分割的两个半平面的每一个上 有界： 如果阶 P < 1， 
则根据定理1得到，而如果/? = 1且 a = 0,则根据推论1得到.因此，/在 C 上有 

界，于是由刘维尔定理/为常数. 口 

有趣的是，正弦函数在实轴上的有界性可以被说成是达到了极限：倘若整函数 
sinz 的阶小于1，或等于1而其型乂是极小（这次不为常数)，则这个函数已经不可 

能在任一条直线上有界了！ 

在定理1和2的证明中函数起了基本的作用，这个函数在角的边上有 
界，而在其内部无界.这个性质保证了映射2 — f 将&映到右半平面（函数 f 在 
右半平面边界上有界).所做的这个注解让我们可以将弗拉格门林德勒夫原理推广 

到任意具有逐段光滑边界的单连通区域 D 上. 

因为对于我们，函数的增长性只是在逼近特定点 Co e 的情形才重要，所以 

只要构造出一个函数 A <^( Co ) = oo , 它共形地将区域 D 的靠近 Co 的部分映射到扇 
形 {| arg2 | < tt /(2(1 + e ))} 的靠近右半平面 （e > 0) 的无穷部分，而 D 的剩余部分 
则变换到有限区域.这时#作为变量 * 的一阶函数就在区域 if { D ) 的所有有限边 
界点上有界.对它应用定理1，其中 p = 1 ， a = 1 + e ， 而该区域在无穷远点的一个邻 
域中等同于&，于是我们便得到了下面形式的弗拉格门-林德勒夫原理： 

定理 3. 设函数/在区域 D 中全纯， 而达界 dD 逐段光滑，且该函数在万除 
点 Co € dD 外处处连续，且在这个点的邻域中有 \ f ( z )\ ^ e Re * ⑷，其中 p 为上面所 
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构造的那个共形映射.于是，如果对于所有有1/⑷ | ^ m , 则对于所 
有 ZGV,\f{z)\ < M. 

举例来说,对于半带形仏 = { Re ^>0, | Im ^| < a } 可以取 ip ( z ) = e ^ 2a， \ 其 
中 Y > a . 我们得到，如果/在 r Q 上全纯，并在边界的有限点上连续，且在所有# 
些点上 \ f ( z )\ < 除此而外，对于所有 : c 彡: to 和 | y | < a , |/(x + iy )\ < e c w * /(2a ^ 
则在 r Q 处处有 |/( z )| < Af . 又，半带形越窄对于高增长性的函数越能保持极大值 
原理. 

50. 科捷利尼科夫 © 定理 


为了解释上面所展开的理论，我们考虑在构建频率滤子的实际应用中发现的问 
题.我们记得,用傅里叶积分表示的函数/具有形式 

/( x ) =备 「⑴ 

V27T J 一 oo 

其中/被称为谱 函数， 这是周期函数以傅里叶级数表示的连续类比.这个表示与整 
函数间的关联可表达为 


定理 1. 如果函数/只在区间（- a ， a ) C R 上异于零，并且属于类 L 2 (-<7,( t ), 
即在此区间平方可积，则它的傅里叶变换 

f(z)=-^=fj(^)e^dw ( 2 ) 

' 是个阶/9彡1，且当 p = 1时型不大于的整 函数. 


证明 • /在整个平面的全纯性来自积分号内的可微性（或换句话说，来自21小 
节的莫雷拉定理).根据布尼亚可夫斯基-施瓦兹不等式 _ 

刚 | ^ (/>—)' ⑶ 

其中 A 为某个常数（我们利用了 / e L 2 (- ct , ct )). 当2/ > 0时，右端的根号等于 
e a yyJ {\- e - A < j y )/{2 y ), 并且 ea 后的因子在半轴 y > Q 上有界.当 y < 0时，这个根 
号等于 e — M 及因子 v / ( l - e 4 orv )/(-2 y ), 也在半轴 y ^ O 上有界.因此可以找到常数 
C 使得对于所有 z € C 有 \ f ( z )\ < Ce ^ z \ 而这便意味着 ord / < 1,而当 ord / = 1 
时/的型不大于 a . □ 


注. 从 （3) 可以看出，当 y — 0, 


在上面定理的条件中函数/在实轴上有界 . # 


现在我们转而注意一个插值问题.设已给出一个收敛于无穷远点的点序列 
{ a n } C C , 以及一个任意的复数序列 {6 n }； 要求找到一个整函数使得对所有的 n = 
1，2, •"有 /( fln ) = 

我们首先导出这个问题的一个形式解；为简单起见假定所有的点知互不相同 • 

① B. A. KoTejibBMKOB (1908 一 ) ，著名苏联学者，苏联科学院副 院长 . 
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第五章解析方法 


根据第46小节的魏尔斯特拉斯定理，存在多项式 P n , 使得无穷乘积 








⑷ 


收敛.这是个在所有点 



上具有一阶零点的整函数，所以对于固定的 



) 


函数 


!dA 


V>’(a n )(a:-a n ) 

o . 于是级数 


(也是整函数）当 




时趋向于1，而在其他点 



/ n ) 等于 


fo ( z ) 


E 〜 




V?’(a n )(z - a n ) 


⑻ 


就给出了所提问题的解，当然要这个级数在 C 的任意紧集上一致收敛才行. 


习题. 证明如果 



其中 J > 0,以及 |6 n | < c / n 1+ S 其中 c 和 e 均为正 


的常数，则级数 （5) 对于所有的2收敛于一个整函数 . # 

这个问题的解不是唯一 的：与 * 一 起我们还有解 f = fo + fup ， 其中 h 为任意 
整函数（在所有点〜分支 P = 0). 容易看出，这样可以推导出问题的任意解/:差 
f - fo 在所有点 a n 上至少为一阶零点，从而分式 （/ - f 0 )/ip = h 是个整函数. 

可以以稍许不同的方式提出这种分解问题.在这个提法中，给出插值节点，并解 
释函数被在这些节点的值 一一 决定的条件. 


定理2 (科捷利尼 科夫) .设 



> 


为一固定的数，并设给出插值节点 


nn/a (n = 0, 土1， • 


# • 


则阶为1,型为 t < tr ， 并在实轴上有界的整函数/,可以唯一 


地由它在这些插值节点的值根据公式 




⑹ 


重新构造, 


先不去证明此 定理; 我们注意到，按照所给节点 



nn / cr 构造出的函数 （4) 具 


有形式 


着 

OO 


咖 )=: IT (1 - 3 ,咖 


(参看第46小节公式 (9)). 因为 ( p f ( a n ) = cosn 7 r = (― l) n 且 sina(2 — a n ) = 
(一 l ) n sin < T 2 r ， 贝！1 

( p ( z ) _ sinaz _ sin a(z — a n ) 

^( a n )(z - a n ) a (- l) n {z - a n ) a(z - a n ) 

因而级数 （6) 是一般插值公式 （5) 在所安排的节点下的一个特殊情形.剩下要证明 


的是这个级数到函数/ (假定存在）的收敛性，以及由在节点上的值重构函数的唯 


— ^ •性. 

在证明中我们需要正弦函数的一个性质. 


§16. 涉及增长性的其他定理 


• 205 • 


引理.正弦函数在圓 7 n = { k | = ( n + i )7 r } 上异于零，更准确地，存在常数 
m > 0使得对于2 = x + it / G 7 n (n = 0,1，2, •. •） 有 

I sin^l ^ mel y l . (7) 

证明.根据一个与第 14 小节的⑷类比的公式，我们有= 
vW a : + sinh 2 2 /, 而因为这是 y 的偶函数，故只要对于 y > 0 去证明即可.我们 
选取数 2 / 0 ，0 < 2/0 < 兀/ 4 ,并注意到当 y>Vo 时我们有 | sinz | 彡 |( e y - e Vo ) ^ mie y , 
其中 mi > 0是某个常数.当0 < y 彡2/0时，在整个圆上有 | sin2 | ^ | sinx | 彡 c ， 其 
中 c > 0是某个常数（当 y < y 0 时， x 在％的值与土 （n + I ) tt 只有小的差别，而 
在这些点的正弦值等于士 1). 因此可以假定在这里有 | sinz | ^ m 2 e ^ ^ m 2 e ' 其中 
m 2 > 0为某个常数.选取 m = min ( mi ， m 2) 便得到⑺. 口 

现在来进行定理2的证明. 


证明. 

⑷ 收 敛性. 固定一 个 N 并考虑= {|爿 = (N 4- 5 ) tt /^} 以及 


Fjy ( Z ) = 


2 ni 



/( C ) dC 

sin <7 C C ~ 2 


根据柯西留数定理，对于 7 ； v 内部的任意点 z 我们有 


⑻ 


Fn ( z ) 




f ( z ) 


sin az 




/K) 


(7 n ) 


a cos aarr a 


z 


sin az 



(7 n ) 


(- l ) n /( an ) 

cr(z - a n ) 


1 


⑼ 


其中的和取遍内部的所有节点.另外，因为函数/满足上一小节推论2的条件 
(将其中的型^换为 r )， 则在 7 N 上， 

|/(0| 彡 Me T l Im<:l = Me Trw|8int| , (10) 

其中 rw = (JV + D Tr / a 为 7 n 的半径 ， f = a rg <， 且 Af 为某个常数.根据引理，在这 
个圆上 

IsinaCl (11) 


对于任一点 zeC 我们选取 AT 使得 r ^ v 彡2|讣于是对于 C € 7 at 有> r N /2 
及 K | = r N dt . 利用不等式 （10) 和 （11) 对⑻的积分进行估值.我们得到 


I 〜 WI 彡 


M 


7 rm 



2n 


e 


(a-r)r N |sint | 出 


0 


4 Af 


7 rm 



n/2 


e -^- r ) r N s \ nt dt 


0 


(我们利用了 \ sint \ 的对称 性). 由正弦函数在区间 （0,2 tt ) 的凸性我们有 sint 彡 2 t 卜、 
因此 


\Fn(z)\ ^ 


4 M 


m 丌 



n/2 


2r N (a-T)t 

e - dt 


2 M 


o 


m(cr — T)rw 


(1 _ e - (卜十 N ) 


( 12 ) 
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第五章解析方法 


当 iV 


00 时趋向于 0. 于是由⑼在 TV 


—► OO 


时的极限得到 


/⑷ 



/( a n )(— l) n sin az 

(z - a n ) 


1 


而因为 (— l) n sincrz = sincr ( 2 ： — a n ), 这与⑹相等. 

( b ) 唯 一性. 设除了 / 外还存在阶为1且型不大于 t 的整函数仏它在所有点 
a n 取值 f ( a n ). 于是根据以上所证可以找到整函数/ I 使得对所有 z 有 /( z )- 贞幻= 

h ( z ) sincrz . 对于固定的 z 我们选取圆7尺使得它的半径= (AT + i ) n/cr > 2\ z \, 

并且将柯西积分公式写成 


/ i ⑷ 


2 ni 



HO -9(0 d (: 


7 N 


sin C ~ z 


函数 / - P 满足于第 49 小节推论 2 的条件，因此对于/^可以完全重复在 （ a ) 中 


对&进行的并导岀 （12) 的估值.但现在函数 A 不依赖于 iV ， 故而由对 TV 
的这个极限的估值,我们得到 /I ^ 0,即/ = □ 


—► OO 


时 


我们简短地关注一下定理2的释义.在无线电和电话技术中对于信号的传播利 
用了脉冲调制方法，该方法在于不是传送了这个信号的所有的值，而仅仅是在确定的 
时刻 x = nS 发送，其中5 > 0是固定的间隔（在这一节的后面总将变量 t 解释为时 
间).自然产生的问题是：终端的接收器能够根据这些值 一一 地恢复所要传送的信号 
吗？由上面对于插值问题的讨论清楚表明，在一般情形下这不可能做到，即便/是 
整函数也不行. 

但是在实用中，传送的信号通过了滤子以截去它的频谱的高频部分.除此以外， 
实际值一般地只有有界的 频带： 因为人类的听力能够分辨到15赫兹，而在恢复语音 
上频带在4 〜 5赫兹就足够了.因此，对于以实用为目的，可以只考虑具有有界的频 
谱带就可以了， 譬 如说，假定频谱属于区间（- a ， a )， 其中 cr > 0为一固定数. 

信号/按频率 a ； 在连续谱的展开可以在数学上用傅里叶积分 （1) 来表达，而定理 
1断言，如果频谱严格地属于区间 (〜)， 则信号/是阶为1且型 r < a ， 并在实轴上 
有界的整函数.根据定理2,这样的信号可以按照它在时刻 a ： = rm/cr (n = 0, 土1，… ) 
的值被 一一 地恢复.另外，在时刻 a 附加的脉冲可用&函数 S(x - a ) 表示.它的傅里 
叶积分具有形式 


6 (x — a ) — 


y /2^ 



e 。 (:一 a) 心 du ;， 


而如果将频带限制在区间（- a ， a ) 中，则有 


V 2 ?r 



e lu ; ( z — a ) da ; = const . 


sina ( a : — a ) 
cr(x — a ) 


这是在准确到表示脉冲强度的一个因子下的公式 （6) 的项 • 

按照这些信号在离散时间间隔 a n - hn 7 r / a 的值可 一一 地恢复具有频谱在带 (- CT , 
a ) 的信号这个事实，在通讯传输的理论和实践中具有基本的 意义. 这个事实，以及所 


§17. 渐近估值 
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给传送信号恢复原信号的公式 （6) 是由科捷利尼科夫在 1933 年发现的® 


§17. 渐近估值 


在这里我们要考虑对于依赖于参数的积分在参数取大的值时得到对它的近似表 
达式的最简单的方法.这些方法在实际应用中非常重要. 


51. 渐近展开 

我们先描述欧拉在1754年为了计算积分 


/W 





+ 1 


⑴ 

他原来所使用的方法.这个积分不能以初等的方法计算，而欧拉将$展开为几何 
级数 ST = 0 ( - l ) n !^ T ， 尽管这个几何级数只在区间 (-\ zl \ z \) 内一致收敛，然而它仍 
在整条半轴（0, oo ) 上对它进行逐项 积分： 


f ( z ) 





(- 1 ) 
n+1 



eH 




0 



(- l ) n n ! 



( 2 ) 


(在中间部分的那个积分对于整数 n > 0 容易用分部积分 算出； 回想一下，也可用 


r(n + i ) 




n !; 参看第27小 节). 


当然，这个无效的并违反分析准则的方法不可能不出问题:在 （2) 的右端对任意 
的 2 是发散的.然而欧拉的方法还是有意义的.事实上，在这个积分值与级数 （2) 的 
部分和的差 


伽 -E ^ 



OC / 

E - 

一_ \ 


k 


dt 


(- 1 ) 



H n 


o 


t 4 - 


dt , 


而因为当 Rez > 0和 O 0,我们有 \z + t \ ^ | z | ? 故对于所有右半平面 {Rez > 0} 的 
z 成立估值 


似 -E ^ 




z 


n+l 



t n dt 


Tl\ 


0 


n+l 


对于任意固定的 n 及较大的|札这个差与部分和的项相比是个高阶小量（后者 
的阶为^)-因此，级数 （2) 的部分和尽管发散，却很好地在半平面 {Rez > 0} 上， 
对大的 M 逼近了这个积分.这是被称作渐近展开的第一个例子. 

定义. 设 M c C 为位于无穷远处的极限点的集合，/为定义在 M 上的一个复 
函数.称有可能是发散的级数为函数/在集合 M 上的渐 近展开 并记为 


/( 和 E 




⑶ 


①应指出，科捷利尼科夫没有使用整函数的理论1而是从物理的考虑构造了公式 （6). 另一方面， 
对于整函数的插值问题在数学中早有研究，但却没有与实际应用相联系. 
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第五章解析方法 


是说，如果对于任意整数 n > 0有 

lim z 11 i f { z ) — 

m—^oo I 

这个定义的意义在于，在任意固定的 n 下，该级数的部分和在 M 上当2 oo 
时逼近/,其误差与部分和的项相比是个髙阶的小童. 

定理. 如果函数/在集合 Af 上存在渐近展开，则它的系数唯一地由以下公式 
确定： 

Co = lim /(2)， 

Ci = limz {/(2) - co }, 




其中极限是在 z - oo ，z G M 下取的. 


证明.公式⑻直接由⑷得到. 口 

反之则显然不 成立： 渐近展开并不确定函数.（譬如，函数 e _ z 及/⑷三0在正 
半轴都有统一的渐近展开：所有系数都为 0). 


容易证明，渐近展开可逐项相加和相乘：如果/⑷〜 IT =0 铐和 P ⑷〜 Er = o 务 


则 


f ( z ) -f g ( z ) 


r^j 


E 


Cn + 


0 


z 




f ( z ) g ( z ) 





Cod n + … + Cndo 


0 


2 


设在 Af 上& ) #0,•如果 f ( z )/ g [ z ) S M 有渐近展开贫，作为 （3) 的推广我 


们有 


oo 


/(z) 〜 5 ⑷ E 


0 




Z 


⑹ 


例 . 在概率论中可遇到积分 


Erfx 


2 





e~ e dt 


X 


为了得到它的渐近展开可利用分部积分: 



e x2 ^dt =- 


X 


2 



d 


e 


t 1 



X 


2 x 


2 



2 


e 


X 


dt 
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并重复这个步骤，我们得到 



e 


x ^ t 2 


dt 


X 


2 x 


1 十…+ ㈠ 广- ill 3 … ( 2n - 3 ) 


2 2 x 3 


2n x 2n-l 



(- 1 ) 


n 


• 3 • • • (2 ti — 1) 

2 n 



e 


x 2 -t 2 


X 


t 2 


n 


dt . 


不难看出，最后一项的阶不高于+，从而得到了所需的在正半$轴上的渐近展开 


Erf x 




e 


X 


2 


•3 


3-5 


2 x 


2 2 x 3 



2 3 x 5 


2 4 x 7 


+ 


• • 



我们注意到，有时还可以在更广的意义下理解渐近展 开：将 z 的负幂换成函数 

O (^ n ), 且记为 


^ ^ Pn ( z ), 当按照 A / 使2 ―> OO 趋向于零时，对于所有 n 有 (^ n +1 

oo 

f{z) 〜 X^CnPn (:)， 


⑺ 


71 


这意思是说，如果当2 — 00，2： e A / 时，对所有的 n 有 /( z ) - = 

0{(fn(z)). 


例.对于零阶贝塞尔函数的微分方程 


^ + -^ + 2/ = 0 


⑻ 


在经过替换 J / = Ufy / i 后变为形式 


U 



U = ^~ A ^ U9 


假设右端为已知，我们则应用微分方程教程中的柯西公式得到 

u = acos(x — a ) — - / sin(x — t )—^ dt , 

其中 a 和 a 为任意常数.由此公式显见，当1 — oo 时函数 W 保持有界（事实上，如 


果 M ( x ) 
此可取 x 0 


max^g( XOjX ) 


则 M ( x ) ^ | a | 4- ⑷士， 由此有 M ( x ) 



，因 


x 


0 


OO: 


u ( x ) — acos(x — a ) + 


4 



OO 


X 


sin(x — 


⑼ 


因为 u ( x ) 有界故公式 （9) 中的积分当 x — oo 时趋向于0,那么令 u ( x ) = a cos(x - 
a ) + ui ( x ), 便得知 ui ( x ) = 0 ( 1 )，而对于 tn 我们有方程 


Ui ( x ) = j y sin(x — t ) cos(t — a ), + ^ 



sin(x — t ) U ^^dt 


( 10 ) 


替换 


sin(x - t ) cos{t - a ) = ^[ sin(x - a ) + sin(x - + a )], 


我们便可分离出一个初等的积分，并注意到其他的两个积分具有阶 0(1/0：) ；因此， 


a 


wi ( x ) = sin(x — a ) + U2 ( x )， 

ox 

其中 U2 ( x ) = o (\/ x ). 将此代入 （10)， 我们得到类似的 


w 2 ( x ) 


9 a 


cos(x 一 a ) + o ( l /: r 2 )， 


32 x 2 
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(在积分中我们进行了变量替换，即令 = T). 然而，对于任意的 M > 0和固定的 
卢>0,有 



彡 e ~^( An 0 + B ) = o ( e -号) 


(我们又一次作替换 t = /i + r , 然后两边 积分： 从0到 oo 积分，故而 A 和丑不依赖 
于 M ). 因此在具估值精度的⑸中可以以半轴 (0, oo ) 替换积分区间（0, AP )， 从而右 
端的积分等于 r (与 1). 

将我们所有观察到的结合起来，便得到所要的结 果:当 A — + oo 有 



转到积分 （1) 的估值的一般情形，但补充地假定满足以下的条件： 

1°. 积分⑴在某个 A = A 0 绝对 收敛； 

2°. 函数/在点 to e ^,6] 达到极大，并且存在 h > 0 使得在这个极值点的某个 
邻域外，即在集合0 € [ a ，6] : I 卜知 I > 5} 中有 f ( to ) - f ( t ) > h - } 

3°. 在邻域 {| t - t 0 | < 0中，函数/和#可以用以为中心的一致收敛的泰勒 
级数表示. 

我们首先指出，根据本小节开始所表达的总体的想法，函数/和 p 在极值点的 
邻域外的性态并不影响到积分的渐近展开.设 t Q > a + 5; 为书写简便，记 f(t 0 ) = / o , 
对于 A > Ao 我们得到 


rto —5 


ft 。 一 6 1 

/ ipe^ x{fo ^ f) dt 

— e — 入 o/o 

j <^e Ao/ e - (入一入 oUfo-f)^ 

J a 


J a 


h fto—S 

< e -Wo e -(A- 入 o) / \tp\e Xot dt 


(我们用到了条件2°)，而由条件1°右端的积分存在，故 

广 t 。 一 6 

/ (pe- x(f °- f 、dt = o(e" A/l ). ⑹ 

J a 

如果 to <b-s, 则在区间 （to + < J ，&) 上的积分具有相同的阶. 

我们将按照两个不同情形进行进一步的估值，且只限于它们中的最简单情形. 
情形 I. 极大值点 to 在积分区间内部，并在它上有 r(t 0 ) + o. 这时/在 t 0 的 


邻域中的泰勒展开式（根据条件3°存在）具有形式 


f{t) = /o = C 2 (t — to) 2 + …， 


C 2 


nto ) 


< 0. 


2 
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第五章解析方法 


注意到在 k 的某个邻域中 /o - /⑷彡0,我们可令 / 0 -/ = T 2 , 由此有 


T = 


(亡一亡 0)\/ _ c 2—— c 3( 亡——亡 0) —— 


• • • 


— to ) n ， 


⑺ 


n 


Otl 



f n { tp ) 

2 


因为我们有 W 一 0,故这个级数可局部求逆（例如按照第35小节的比尔曼 - ft 格朗 


日公式)，于是我们得到 t 的幂次的幂级数，它是函数 （7) 的反函数 


t { r )\ 显然 


m 




to , 而 f ⑼ 




1/^1 




\^一 2 ""(亡0)- 


被估值的积分 （1) 


F ( A ) = c A/o 



s n 


^(«) e " A (/ o ~ /( t )) di , 


a 


根据关系 （6) 以及对区间 （to + J ，6) 计算渐近展开的类比，可以被限制在任意小的邻 
域 ㈧ -以0 + J ) 上.在此邻域中我们施行变量替换 /o - /W =―，于是得到 


F ( X ) w e Xfo 



6 




(p o t ( r ) .<’( r)e 


—Ar 


a 


dr ， 


⑻ 


其中 i ( r ) 为⑺的反函数，而以和为小的正数，它们可以令其等于 J 而并不改 
变渐近展开.设 


岭 ( T ) 




(po t ( r ) - t \ r ) 




J2 a nr n . 


ClQ 




^ o ) a /- 


2 


n=0 


nt 0 ) 


⑼ 


(我们再次利用条件 3。)； 于是替代 （8) 可写成 

F ( X ) « e x ^° f rp ( r ) e~ Xr2 dr = e 

J_s 


A/o 



S 


[4( r ) + rp (- r)]e 


入 r 


2 


dr . 


o 


还要应用引理，其中需令 a = 2, c n = 2a2n ， 从而证明了 


定理 L 如果条件 1。〜3。 得到 满足， 同时/在点 纟 0 € ( a ，&)， 达到 极大， 并且 


/"( t 0 )<0, 则成立渐近展开 



6 


(p(t)e xf ^dt 


e 


A/(to) 


X]a 2n r fn + i) >r ( n+ *)， 


( 10 ) 


a 


n=0 


其系数由级数⑼定义. 


注. 从分析知道， 


r 


G) = / 


e 


7 t 


dt = 2 



2 


e 


dr 


v ^ F ， 


o 


而系数 do 如上所 计算. 因此展式 （10) 的首项具形式 



6 




2 tt e 入 ,( to) 


a 


r(to) y/X ^ 


(11) 


我们还注意到，由 r 函数的性质有 


r 


n+ l) = { 


n — - I n 
2 




2 


r 


( y =^ 


• » 


(2 n — 1) 


2 n 


Vtt - # 


§17. 渐近估值 


• 213 • 


例. 对于 r 函数的斯特林 （ Stirling ) 渐近公式.我们有 


r(A + i ) 



=， x x e^ x dx = A a+1 
o 



t x e^ Xi dt = A a+1 


o 





0 


(我们在其中令 


X 


这里 p ⑷ = 1， / ⑷ 




它在点 


1达到极大值并 


且 /» = -1. 应用定理 1， 并根据 （11) 有 


r(A +1) « >/^( 会 ) . 


( 12 ) 


如果愿意对幂级数算得稍稍多一点，可以求出 a 2 = V 2/6, 从而得到下面的渐 近项: 


r(A + 1) w ( 会 ) ( 



12 A 


.# 


(13) 


原则上说，定理1给出了全部的渐近展开. 

情形 II . 极大值点 to 与积分区间的端点相同，并在其上 /'( t Q ) # 0.设 t 0 


a 


我们令/⑷- /( t ) 



并替代 （7) 我们有了 


- c\(t - a ) - c 2 (t - a ) 2 -， ci = / WO , 


(14) 


由此求出级数的反函数咖).如果令 


0( T ) 




<p o t ( r ) • tf ( r ) = Y 2 bfiT n } bo 


o 


P ⑷ 

兩， 


(15) 


于是根据在情形 I 中同样的考虑，有 



<5 


F ( A ) « e A ’ ⑷ / rp ( r ) e ^ Xr dr . 


o 


我们再次到达了上面的引理.这次在其中的 a = 1，即表明 r (=± i ) = r ( n + l ) = n !. 
这便证明了 

定理 2. 如果条件1。〜3。得到满足，且函数/在积分区间的端点 a 达到极大 
值，并且尸⑷/ 0,则成立渐近展开 



b 


( p(tV ⑴ dt 


e 


Xf(a) ri\b n 


E 


a 


0 


入 n+l ， 


(16) 


其系数由级数 （15) 定义.渐近的首项有形式 



6 




a 


r(a) A 


(17) 


我们最后注意到，拉普拉斯方法可以应用在以下情形，即在极大值的点所有阶 
数小于 m 的/的导数为零，而/ 0. 在这里又一次在引理中引进替换 


/( 亡 0) - /⑷ 

罢了. 


，并在其中令 a = m . 在 m > 2情形所增加的只是些技术性的困难 
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蓋 ( Im / 。 z ( t )) = 0,故在极大值点有 

lt 0 = = 0. ⑷ 

如果 z \ t 0 ) ^ 0 (我们将其作为假设)，则/'( 20 ) = 0,即 Ref 在曲线 Im / = 常数上的 
极大值点与/的临界点重合. 

因此，我们现在可以叙述作为积分 （1) 的渐近估值而选取闭道路7应遵循的如 
下 规律： 闭道路应该通过函数/的临界点，并在每个这样的点 zo 的邻域中沿水平曲 
线段 Im / ==常数的方向行进，而在此曲线上 Re / 在％有极大值.每一个临界点 
对积分的渐近展开均有所贡献，而基本的贡献，显然属于它们中那些使 Ref 具有最 
大值的点（如果那种点有几个,则取它们每一个). 

我们详细考虑 m ==2 时临 界点勿 的情形.这样 
的点是曲面 u = Ref 的鞍点，就是它导致了这个方 
法的命名®.在这里曲线 Im / =常数由两个分支组 
成，其中一个上有 Re / 取极大值的点 z 0 , 而在另一 
个分支上它有极小值，故7的方向选取使它成为唯一 
确 定的： 这是一条有鞍点的最速降曲线（图 85) .记 
所选定的方向为 e 10 . 

我们由这个点来计算在积分 （1) 的渐近展开中主 
要项的贡献.根据上一小节的公式 (11), 并在其中按 
照 （3) 需替换 p ⑷为⑻⑷，/⑴为 Re / oz ⑴， 

我们于是得到 

^ e ARe /( z 0 ) 

^sKefozit) \t 0 \/A 


咖0) 2 ’⑹ 




图85 


因为在 7± Im /= 常数，故沿着它有 ^ rRefoz ( t ) = ^ foz ( t ) = + 


f \ z ) z n { t ), 而在临界点尸 ( 20 ) = 0,因此 

^Re/ozW |e 0 = -irUo)||^(io)| 2 , 
这是因为这个数应该是实的和负的.除此而外，我们有 z \ to ) 


= \ z f ( to )\ e i0 , 故而表达 


式 （5) 有形式 


^p{zo)e ie 



e XRef{z 0 ) 

^ 7T" 


回忆起公式（2)，我们便得到最终的结果： 

定理. 如果在函数/的临界 点中， Re / 在鞍点 z 0 ( f n ( z 0 ) ^ 0) 达到最大值，则 


①在该点的邻域中，曲面 u = Re / 具有（通常）马鞍的形状,有时便称这个方法为鞍 点法. 有时 
这个方法（以及它的不太大的改动形式)也被称做平稳相方法(这个命名表示的概念是出于很早以 
前复数变量被称做相的缘故). 
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第五章解析方法 


积分 （1) 的渐近展开的主要项由公式 

J^(z)e^dz^ 咖 。)’ .( 6 ) 

给出，其中是具鞍点的最速降方向. 


例 . n 阶的贝塞尔函数由积分 


Jn(X) 


2 ni 



e 


告（:一士) 


dz 


2 n+l 


⑺ 



图86 


定义. 在这里， /( z ) = \ { z -\) 而临界点为士 i ; Re / 的水平 
线在这些点相同（等于0)，因此应该两者 都算. 线 Re / = 0 
的临界水平线由圆{|4 = 1} 和虚轴构成，而最速降方向在点 
2 i 为沒=一专，在点 - i 为沒 = f ( 图 86). 根据公式⑹我 


们得到 

JnW « 


2 ni 




2 


7rA 


cos 


( A - n ? 



(在 n = 0 时可与第 51 小节的公式 （11) 相比较). 


⑻ 


习题 


L (阿达马的三圆盘定 理). 证明，如果/在 { n 彡问彡” 2 }全纯，且 M /( r ) = max M=r |/ ⑷1， 
仰 J In M /( r ) 是 p = lnr 的凸函数，即对于任意 r € ( n ， r 2 ) 成立 


lnAf /( r ) ^ 


——— In Af /( r2 ) + 

P2 一 Pi 


P 2 - P 
p2 — Pi 


In Af /( n )， 


其中 = lrm , i = 1，2. [提 示： 选取 a 使得 rfM /( n ) = r ? M /( r 2 ), 并对具单值模的多值函数 
z a f ( z ) 应用最大模原理 .1 

2. 设/为整函数 ， a G (0, 1) 固定的数.证明， lim r — OC 哭辞当 f 为超越函数时等于0,而 
当/为 n 次多项式时等于 a n . 

3. 设 T 和 〆 为不同时在通过点 z = 0 的一条直线上的两 个点. 证明级数長+ Et€T\{0} 
- 在第45小节的意义下在整个平面上收敛于亚纯函数，其中 T = {t = mr - j - nr , : 

m , n 为整数 } (它是椭圆函数，称为魏尔斯特拉斯7•函数). 

4. 证明无穷乘积 n "= i(l + ^) 在 W < 1时收敛于 （1 一 z )- 1 . 

5. 找出在圆盘 {| z | < 1} 全纯并以点1 一 士 ， n = 1,2,... 且只以它们为零点的全纯函数. 

6. 设入# 0为复数，且 p ( z ) 关0为多项式.证明整函数 - Kz ) 有无穷多个零点.[提 示: 
设若相反， e Az - p (2) = e a — 6 Q (2), 其中 Q 为多项式；那么当 a = A 此恒等式不可能成立 .] 

7. 证明方程 sinz = z 具有无穷多个根. 

8. 利用48小节的阿达马定理解第四章的习题 21. 


9. 设给出了任意收敛于无穷远点的点序列 〜e C . 证明，对于任意数的序列 b n ec 可以找 
到整函数/使得对于所有 n = 1 ， 2, . •.有 f ( a n ) = 6n. 

10. 设 D 为 C 中区域，且它的点序列〜在 D 内部没有极限点.证明对于任意复数序列 fe n 
以及整数 fcn > 0可以找到在 D 全纯的函数/,使得对于每个 n 函数 f ( z ) - b n 在点 a n 具有 

阶零点. 

11. 设函数/在右半平面全纯且有界.证明，如果当 ： C — 0 O 时它沿实轴趋向于零，则当 
2 — ♦ cx ), | arg z \ < 7 r /2 - (5, 5 > 0为任意时有 f ( z ) —* 0 (林德勒夫定理). 

12. 证明，如果函数/在右半平面全纯且有界,并且对于 n = 1，2,…有 /( n ) = 0,则/ = 0. 

13. 


( a ) 证明 

L ( 1_ 

[提示：做变量替换 t = rvr 并进行分部积分 .1 

( b ) 证明，当0 < f < n 时有0 < e _t — (l — ~) n ^ 并由此推出， （ a ) 中的积分当 ti ― *■ oo 

时在半平面 {Rez>0} 收敛于 r 函数 T ( z ). 


— I t 2 ^ l dt = 


71 


2(2 — 1 ) 


n ! 


• 擎 


{z + n ) 


( c ) 证明 



其中 7 = limn—oc (1 + I + … + 会一 Inn ) 为欧拉常数（由此得到 + 为整函数，这便是它的 
魏尔斯特拉斯展式). 


(d) 证明恒等式 r(z)r(l — z ) = n / sin nz . 

14. 


( a ) 证明由 53 小节的公式 （7) 定义的贝塞尔函数 Jn(A), 对任意整数 n 是整函数. 

( b ) 验证，当 n = 0时这个函数满足51小节的方程 （8). 

15. 设函数 P 包含了: r 轴的一个区域中全纯且有界，且= E^=o 为它在原点邻域 

中的泰勒展式.证明，在正 A 半轴上成立渐近展开 



16. 求在 A 为大的正值时的积分 

/( A ) = ^ e iX COfl ' cos 2 tdt 

Jo 


的渐近公式. 


附录调和与次调和函数 


在这里我们要描述两类与全纯函数紧密相关的实函数.这里所叙述的理论在本 
教程的第二卷中要用到. 


1. 调和函数 


定义•称 C ： 2 类实函数 7 X 在区域 Dec 中的调和是说，如果它在 D 中处处满 
足拉普拉斯方程 



称 （1) 左端的 微分算 子为拉 普拉斯算子， 并记为 △; 不难看岀 

A ( d .d \ ( d . d \ A d 2 /0 、 

A= [di~%) =4 ® (2) 

调和函数和全纯函数间的联系可用以下两个定理表达. 

定理 1. 在区域 d 中任意的全纯函数/的实部和虚部都是这个区域上的调和 

函数. 


证明. 我们有 

u = Re / = + v = Im / = 士 (/-/)， 

由此得知 u . veC 2 . 另外，為=|£|| = 0(由于/的全纯性我们有砮=0,而函 
数 H 为反全纯)，类似地还有 ^ = 0. □ 

定理 2. 对于在区域乃上调和的函数 w , 局部地，在每 个点匈 e 乃的邻域中可 
以构造在此邻域中全纯的函数/， 使得 U 是它的实部（或虚部) • 

证明. 设 t / = {|2 - < r } CD ; 由于（1)，公式 a ； = +鼗办是 C 7 中 

的恰当形式（参看第16小节)，因此在1/中对于 u ; 的积分不依赖于道路，从而在 U 




中可定义函数 
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用实分析中的通常方法可证明在 C / 中可微（在 R 2 意义下)，并且它的偏导数分 


别为 


dv _ du dv _ du 
dx dy ’ dy dx 


⑷ 


然而这是函数 f = u ^ iv 的复可微条件，其中 IX = Re /. 函数 i / = — t ； + iu e Q ( U ) 
以 tx 为它的 虚部..口 


注. 如果区域 D 单连通，则这个讨论证明了函数 feO 的存在性，对此整体地 
在整个区域 D 上有 u = Re/. 对于多连通区域定理整体上不成立 . # 

例. 在区域= {0 < | 2 ：| < 1} 中函数 it = In \ z \ = \ In zz 为调和函数 ， it 仅仅 
与函数 t; = Arg^ 一 起满足了条件 （ 4 )， 而这个 V 只局部有定义,在整个 £) 上这个函 
数没有定义（它是多值函数!）# 


所建立的这种联系让我们可以将全纯函数的一些性质推广到调和函数上. 

1. 无限可微性. 在区域 D 中的任意调和函数 w ( x , y ) 在每一点上具有所有阶的 
偏 导数，而且它们也是 D 上的调和函数. 


证明.根据定理2我们构建在点 z = x ^ iy 的邻域 C 7 中的全纯函数/，其中 
tx = Re /, 并且注意到有费= He /'( 2 )， 勢=按照定理1,这些偏导数 
在 U 中调和. X + 他们应用已经证明了的结果，我们便得到二阶偏导数的存在性与调 
和性，等等. 口 


2. 均值定理. 如果函数 u 在圓盘 U = {(: :\ C - z \< R } 中调和，则对于任意 


r < R y u 在该圆盘中心的值等于它在圆 {|C - z \ = r } 上的值的平 均值: 



u[z + re lt ) dt . 


(5) 


分离公式 

f{z) = h 

中的实部便可得到证明，而这个公式表达的是全纯函数的均值定理. 

我们注意到，在此定理中代替在圆上的均值可以取 对圓盘的 均值： 

心 ) =士几 u{Odxj, ( 6 ) 

其中 da = rdrdt 为面积元.对于其证明，只要在 （5) 的两边乘以 r 然后对 r 取从 0 
到丑的积分即可. 

3. 唯一性定理. 如果在区域 D 中调和的两 个函数屯 和 w 2 在集合 ECD 上重 
合，其中的 E 至少有一个内点， 则在 乃上…三叱. 
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附录调和与次调和函数 


证明 • 记 tx = ui - w 2 , 并考虑集合 F = {z e D : u(z) = 0}. 根据条件，开核 
F 非空； 它也为闭，这是因为如果卻€ D 为 > 的极限点，则存在序列 z n eF ,^ 
limn^oo z n = z 0 , 而在 2：o 的邻域中的全纯函数 f = u-hiv 是虚常值的即在这个邻 
域中 u = 0 9 从而2 0 e 因此 F = D. □ 


调和函数的唯一性定理比起对全纯函数的陈述要弱 一些： 集合 E 要求的不是有 
在 D 中的极限点而是内点.对它不成立定理这种的强 形式： C 中的调和函数 u = x 
在虚轴上为零，但不恒等于零. 

4. 极值原理. 如果在 区域乃 中调和的函数 u 在某个点 z 0 € D 达到它的（局部) 
极大或极小，则它在 D 上为常数. 

证明.考虑在勿的邻域1/中全纯的函数/,其中 Ref = u . 如果 u 在 20 达到 
其极大值，则在 C / 中的全纯函数 〆 的模也达到极大 （| e /| = e u ); 因此/从而 u 在 
U 中为常数.由唯一性定理 TX 在整个£>中为常数.对于极小值的情形，只要用 
替代 U 就化成为极大值的情形. 口 


5. 刘维尔定理. 如果函数 U 在 C 上调和，并至少在一边有界， 譬如： 对所有的 
zeC 有 u ( z ) < M ，则 u s 常数 • 


证明. 因为 C 为单连通，故存在整函数/使得在 C 上有 



Ref . 按条件函数 


/的所有值位于半平面 {Re / < M } 中； 设 A 为分式线性映射，将这个半平面映射到 
单位圆上，于是 A 。/为有界的整函数即为常数.这表明/从而 u =常数. 口 


6. 在共性映射下的不变性. 如果函数 u 在区域 D 调和，并且 z = 40为由 
到 D 上的共形映射，则复合映射 w 0 2(0 在以 调和. 


证明. 考虑任一点 Co € ZT 及其像 2o = z ((： o ); 我们在 z 0 的一个邻域中构建全 
纯函数/使得 u = Ref ; 于是 UO 2( C ) = R^fo 2( C ), 但因为函数 /o 2( C ) 在 Co 的邻 
域中全纯，故 u o z (0 在此邻域中调和. 口 

在下一小节中我们将证明中值定理刻画了调和函数，即成立 


定理 3. 如果在区域 D 中有限的函数 w 对在每个点 zeD 的面积元局部可积， 


并且当记 ro ( 2 ) 为2到谷!？的距离时，对于所有 r 彡 ro ( z ) 它等同于它自己在圆盘 

(C : 1 C — 2 1 < r } 上的均值： 


则它在 D 中调和. 


u { z ) = 



7rr 2 



w(C)dC ， 


⑺ 


我们现在要利用这个定理去证明一个关于调和函数序列极限的一个命题，而在 


①在所考虑的邻域中有点％ e A 而在它的邻域 vcu 中有 u = o； 由柯西_黎曼方程，在 v 
上有 fS 三即 v = = 常数;于是在处处有/ = ic . 



我们后面的讲述中需要它. 
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定理 4 (哈纳克 ①). 在区域 Z ? 中的调和函数的递降 序列叫 （fc 
限或是个在 D 中的调和函數，或恒等于 _ oo . 




1，2, 


• • ♦ 


) 的极 


证明. 我们先假定 u 在 D 处处 有限； 由对于调和 函数叫 的均值定理，在任意 


点 z e D ， 对于所有 r < r 0 ⑷，其中 r 0 ( z ) 为 z 到谷 jD 的距离，我们有 


Uk(z) 


nr 2 




{\C-z\<r} 


由于在 （8) 中的序列 m 的单调性，可以取当 fc 


- ► 


U(2) 


丌 r 2 





oo 时的极限，从而得到 
! X ( C ) 批 


⑻ 


{| C -^!< r } 


并且函数 u 局部对于面积可积.有定理3得知函数 U 在 D 上调和. 

现设在某个点 zo G D 有 u = - oo . 记 E = {z € Z ) : u ( z ) =— 
这个集合 非空. 它 为开： 设 ^ € 尽并设从 


{z e D : u ( z ) — — oo }; 由于包含 r 

到 dl ? 的距离等于 2 P; 我们有 


^JL 


因此对于任意的 


z 


^ i \< p /2} 

P /2} 有 


u ( C ) d(T = u ( zi ) = — oo , 







( c ) 如 


oo , 


{IC-^I<P> 


这是因为圆盘 {|C - z \< p ] 包含了圆盘 {|C - : i | < p /2} 的 缘故； 因此， {|z - d < 


p /2} C E . 完全同样地可证明五为闭（在 D 的拓扑下) • 因此五 




D ， 即在 D 上 



OO . 


□ 


在这小节的最后我们指出，调和函数的概念可以推广到任意多个变量的实函数. 


设 D 为在 n 维欧几里得空间 R n 中的区域.称 C 2 类的函数^ D 


- ¥ 


R 在 D 中调 


和是说,如果在每点 



(2 C 1, 


， x n ) GD 它满足拉普拉斯方程 


Au 


d 2 u 

^ dxl 


0. 


⑼ 


对于这样的函数它仍旧满足两个变量的调和函数的性质1 


r^j 


5. 这些性质需要专门 


的证明（由于我们曾经给出的证明基于全纯函数)，然而我们不打算转向它们. 


2. 狄利克雷问题 ® 

在分析的许多问题中要用到函数的调和延拓问题；我们在这里将考虑以最简单 
方式提出的这个问题. 

狄利克雷问题.设乃 C C 是一个具若尔当边界 3 D 的单连通区域，并在3£)上 
给出了连续函数 w . 要求将 w 延拓为 D 中的调和函数，即构造一个在万上连续而 

① G . Harnack (1851—1888), 德国数学家，于1887年证明此定理. 

⑦ P . G . L . Dirichlet (1805—1859), 德国数学家 （书中 称其为法国数学家，但只是由于他出生地的 
原因起了一个法国式的名字——译 注). 
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在 D 中调和的函数，使它在上与所给函数 it 重合. 

( a ) 唯一性. 我们要证明狄利克雷问题没有两个不同的解.事实上，假设存在两 
个解和 u 2 . 于是它们的差1； = W - u 2 在 Z ) 中调和，在 D 连续，并在有 
1； = 0. 如果1； 在万 的极大值或极小值在 D 中达到，则由极值原理， t ； 在中为常 
值,而又由连续性，在 S 上也为常值；因为在 3 D 上 v 2 0,故在万上 t ; 三 0. 如果这 
两个极值都在犯^上达到，则它们必为0,于是仍有在万上 u e 0. 

( b ) 化到圆盘. 假定狄利克雷问题已在单位圆= {|4 < 1} 上有解，我们要证 
明，这时它对于任何具有若尔当边界 3 D 的单连通区域 D 都可解.事实上，由黎曼定 
理，存在共形映射 f :D — U 、 并根据边界对应原理 （41 小节）它可连续地延拓到 D 
上.设在 aD 上给出了连续函数 w ; 我们在上给出值 V = tz 。/- 1 并以 t 记这些 
值在17上的调和延拓（由假设它存在).于是根据前一小节的性质6,函数 u = v 。/ 
为 d 上的调和 函数； 它在万上连续而在上等于 u 。广 1 ◦ / = %即是狄利克雷 


问题在 D 上 的解. 

( c ) 对于圆盘 f / = {| z | < 的解. 我们先进行试探性的考虑.设对于圆盘 c / 和 
边界值 u 的狄利克雷问题已解.构造 C / 中的全纯函数/，使它的实部给出了这个问 
题的解.进一步，假定/可连续地延拓到 U ® y 于是根据柯西公式在任意点 zeu ^ 



( 1 ) 


(我们令= R ^; 于是成= Kdt ). 我们要变换 （1) 的右端使它的实部只含有已知的 


在 奶上的 Re / = W 的值. 为此,我们取 ' = 誓，它相对于奶对称于 2 ,并利用柯 


西定理，得到 



( 2 ) 


并从 （1) 中减去 （2). 如果考虑到 

C 0 二 ( | = 丑 2 一 ㈤ 2 

C - z C,z - R 2 C - 2 C ^ 1 C 一 2 1 2 


我们则有 



我们已达到了所设定的目标：在此分离出实部，我们便得到了被称做的泊松 


公式② 




(0 


H 2 — 




ic-^ 



现在转向严格的解. 

如果给出了 u 在 dU 的值，便知道了泊松公式的 右端； 我们要证明按这个公式 
定义在 I ；上的函数 u 是狄利克雷 问题的解 • 

①因为 Re J 是狄利克雷问题^解^而在 U 上连续，故这个假定涉及的是 Imf . 

® S . Poisson (1781—1840), 法国数学家. 
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首先我们注意到，泊松积分的核可由以下的形式表示: 


J_R 2 -\z \ 2 

^ K - z \ 2 




P ( c ，4 


⑷ 


因此由泊松积分定义的 f / 上的函数 tz 是函数 


m 


2 tt 



2 tt 




(5) 


的实部，而 （5) 是 C 7 上的全纯函数©，因此，这个实部为 C 7 上的调和函数.还要证明 
当 z 作为 （7 中点趋向于任意点& € at ； 时, w ( 2 ) 趋向于 tz ( Co ). 


为证此，我们注意到，对于任意 zeU 有 



2 tt 


P(Cz)dt 




L 


这可由上面的证明过程得出：函数 U 


1是狄利克雷问题在边界上给出 Ti 


⑹ 

时的 


唯一解，它满足使泊公式成立的条件.另外，当 c / (0, 2 e C 7 时，有 


5—Co 


0, 


⑺ 


并且这个收敛性对于 （ 在任意不包含 （0 的一个邻域的弧7 cat / 上是一致的，这从 
公式 （4) 可看出. 


根据（6)， u 的值与它在2 


Co 


Re ^ o 时所推测的极限之间的差等于 


△ 



2n 


u (() P ( Cz)dt - u ( Co ) 





2n 


{u(0-n(( 0 )}P«^)dt 


⑻ 


固定 e > 0, 并利用 w (0 在点&的连续性,我们选取 6>0 使得当< 26时有 


WC) -w(Co)| < £; 


⑼ 


记 7 i 


{(: edU :\ t - t 0 \^2 S } 以及72 




dUVn ， 并将⑻中的积分分成沿弧71和 


72 的积分.对于它们中的第一个，由于⑼，对于任意 zeU 我们有 


{u(C) - u ( Co )} P { C^)dt <£ 


飞 1 


71 


f 2 n 

P ((， z)dt < e P ( C , z)dt 

Jo 


( 10 ) 


(我们利用了 P 的核为正的性质及等式 （6)). 


现在令 


re lip 并假定 - fo | < 由（7)，可以找到 p , 0 < p < R , 使得对于 


所有 c ^ 72以及所有的使 \^ f - to \ < 6, H - p < r </2 的 2 有 

P { C , Z ) < £ 

(我们用到了极限过程 （7) 的一致性).因此对于所有在图87的阴影部分标出的区域 
G 的 Z 有 


(w(C) - u(Co)}P(C ， ^0 也 < 2M 


P ( C , z)dt ^ 2 Me - 27 t , 


(11) 


72 


72 


①函数 （5) 的全纯性可由在积分号下取微分 证明： 对于任意的 zeU 我们有 


/(Z + — f(z) 


Az 


w 2 \ (0 ^ 

开 Jo (C 一之 r 


Az 



(C 


Cu ( c)A 




- Az) J 


由此看出，当 & — o 时,左端趋向于 o , 即存在 nz ). 
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图 87 


其中 M = max ^ at ； | n ( C )|. 结合 （10) 和 （11) 我们得到，对于所有 zeG 成立不等式 
|A| < (1 + 47rM)e, 这便是我们所 要的. 

这证明了 

定理 1. 任意在具若尔当边界汉 D 的单连通区域 D 上的连续函数，可以以唯一 
的方式调和地延拓到 D . 特别，对于圆盘 （7 = <抑，泊松积分⑶给出了这个 

问题的解. 


作为调和延拓的应用例子，我们来证明在上一小节叙述的定理 3. 设在区域 D 


上有限的①函数 w 在每一点 ZeD 是自己在半径为 r 的圆盘上的 均值: 




丌 r 2 



u(()dcr 


( 12 ) 


{IC-^l<r> 


(仍然以 r 0 ( z ) 表示 2 到的距离).由此首先得出， u 在每个点 zoED 连续，这是 
因为对于无穷小的 z - 勿，差 - u ( z 0 ) 由在具无穷小面积的区域上的（对于可积 
数的）积分表示，从而这个差为无穷小. 

固定任一点 z 0 eD 以及圆盘 U = {\ z - z 0 \< R }^ D ; 根据定理1我们构建函 


数/ I ，它在区域上调和，在17上连续，并在上等于1我们只要证明在 C 7 上 


^ u = h 就可 以了. 根据均值定理， /i 对任意 2 e C 7 和 {|C 一爿< r } C 17也满足关 
系（12)，故函数 v = u - h 也就满足它.由此可以推出，如果 V 在某点 Zl € U 达到 
局部极大或局部极小，则它必在^的某邻域中为常数.我们对于极大值的情形来证 


此断言（极小值的情形的证明类似).设若相反，即在圆盘 V = {\ z - Zl \< r }, VCU 
中有幻⑷< v ( zi ), 并且存在点 :2 e K ， 使 v ( z 2 ) < v { z \). 由于（12)，有 



然而由于的连续性存在点句的邻域，因为 V < v ( zi ), 在其中对于充分小的正的 e 
在 V 处处有 v < v ( Zl )- E , 于是最后面那个等式的右端严格地小于 



® 无疑，可认为函数 U 局部对面积元 可积. 



调和与次调和函数 


• 225 • 


所得矛盾证明了断言. 

连续函数 V 在 TI 达到其极大值 M 和极小值 m . 如果两个极值都在 aD 上达 
到，而在此1；三0，故从=?71 = 0,从而在上 v 三0,定理得证.极值中有 一 个，臂 
如极大在 C 7 中 达到； 于是集合 E ^{ zeU : v ( z ) = M) 非空.按前所证其为开，而 
因为 v 在 C 7 上连续故它同时为闭（在 C 7 的拓扑下).由此得到丑= C /， 即在 C / 中 
v = M- 由连续性推得在中 t ； e M , 而因为在況/上 w = 0,故在上又有 v = 0, 
从而定理得证. 

称 （5) 右端的积分为 施瓦茨积分. 由定理1得到，可解下面的 问题: 求在单位圆 
& U 中全纯的函数/，它的实部在！7上连续，并在上已给值 u ( Q . 这个问题显 
然可以解到差一个纯虚常数项，它的通解具有形式 

似 = i C n(0^dt + iC, ( 13 ) 

其中 C 为任意实常数（等于 Iin / CO ), k 是由于当 z = 0时右端第一项按照均值定理 
等于 u (0) = Re /(0)). 

作为应用施瓦茨积分的例子我们得到曾在第48小节用过 的修改过的柯西不等 



并由此减去上一个等式，得到 



c —一 



考虑到根据条件，对于所有 C，ICI = H 有>1 - tx (0 > 0,并 取模； 我们便得到所要的 


不等式 


|Cnl ^ 




nR n 



2tt 


{A — u(Q}dt 


2A 


2u(0) 

R n 


n ^ 


( 14 ) 


(我们仍然利用了对于调和函数 u 的均值定理). 
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最后，我们注意到，狄利克雷问题在对区域边界加上某些条件后的空间区域也 


有解特别，对于 n - 维球 B = {xeR n :\x\< R} 可借助于泊松积分求解 


u{x ) = 




( y ) 


R n ^ 2 (R 2 - \x\ 2 ) ^ 

I ^ _|0 "dCfy 


y-x 


(15) 


其中〜 = 为 n 维球面谷 B 的面积， 而 d <7 为 dB 在点 y 的面积元 （r 

表示欧拉的 r 2 函数; r (2) = 1，故 a 2 = 2 ttR } 并且当 n = 2 时，如果注意到 dcr = Rdt ， 
则这个公式与 （3) 相同).公式 （15) 可由格林公式得到 ®. 


3. 次调和函数 

全纯函数/的模的对数只在那些使得/ / 0的点的邻域中是调和函数，而在零 
点 In |/|化为 - oo , 即失去了调和性.现在我们引进更加广的函 数类： 次调和函数. 
它特别地包含了全纯函数模的对数. 

线性函数 / i ( x ) ^kx + b 是调和函数的一维类比，这时0 = 0. 借助于线性函 
数可以按以下方式定义凸 函数： 称函数 u (: r ) 为（下）凸的是说，如果对于它的定义区 
域中的任意区间 [ a ,/?] 及任意线性函数 / i ( x ), 从不等式 h ( a )^ u { x \ h ( P )^ u ( P ) 得 
到对所有 : T € [ a , p ] 有不等式 / i (: r ) > u ( x ). 

次调和函数是凸函数的二维类比.它们不必处处连续仅仅限于要求半连续性. 


定义 1. 称在点初的邻域中定义的实函数 W , -oo ^ li < oo 为在该点为上半 


连续是说,如果对于任意 e > 0,可以找到5 > 0使得 


\z — zq\ < 6 => 


u(z) - u(zo) < e , 如果 u(zo) ^ 一 oo , 


u ( z ) < ——， 


如果 u(z 0 ) 


⑴ 



或者等价地, 


lim u(z) ^ u(zq) 


⑺ 


设 D 为区域，如果函数 u : D -^ [- oo , oo ) 在每点 z ^ D 上半连续，则称其为在 
此区域上半连续.不难看出，对于函数在乃上的上半连续性的充分必要条件是对于 
任意 a € (- 00 ,， 00 )，小于它的值的集合 {z e D : u(z) < a } 为开. 

可按通常的方式定义在一个集合上的半连续函数，并可证明在 紧集尺 上的上半 
连续函数有上界，而且在 K 上达到它的最大值. 


定义 2. 称函数 u : D ^ [- 00 , 00 ) 为在区域 上的次调和函数是说，如果⑴ 
它在 D 上上半连续，并且 （2) 对于任意充分小的圆盘 C 7 以及任意在 t / 上调和而在 


①对此可参考克尔德什 (KejiAtim M . B .) 的“论狄利克雷问题的结构和可解性 ”, ycnexn MaTeM . 

HayK ， 1941， Btin . 8, 171-292. 

⑦参看普里瓦洛夫的书《次调和函数》 ( M . : OHTM , 1937) 以及弗拉季米洛夫的《多复变函数论 
的方法》 ( M .: Hayka ，1964). 
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U 上连续的函数/ I 有 

在 dU 上 ， /i > it => •在 £/ 上， u. (3) 

称这些函数 / i 为函数 u 对于圆盘 C 7 的 调和优 函数. 

我们挑出次调和函数①的几个性质，特别着重于与凸函数类似的那些. 

定理 1. 如果区域 D 中的次调和函数 u 在某个点 zoeD 达到局部极大值，則 
它在卻的某个邻域中为常数. 

证明. 设 u 不在勿任何一个邻域中为常数.于是可以找到充分小的圆盘 UCD 
使得对于所有 z e 17有 彡 u ( zo ), 而在圆況/ = 7上的某个点 G 成立严格的 
不等式 ti(Ci) < u(z 0 ). 由于函数 u 的上半连续性，对于充分小的 e > 0可以找到弧 
7 X C 使在它上面有 w ( C ) < u ( z o ) - 

取弧7〃 廷 7' 并构建在7上连续的函数 MC ), 令它在7〃 上等于 u(z 0 ) - e ， 在 
7 \ 7^等于 w (^ o ), 而在弧 7 / \ 7" 上设它线性地依赖于 arg(C - zq) = t. 于是在 7 上 
有 w < / I ，并且按照次调和性的定义有 

u(zo) < h(z 0 ) = / h(Odt, ⑷ 

其中 / i ( 幻为 / i ( C ) 在 C / 上的调和延拓（参看前一小节).然而 （4) 的右端严格地小于 

矛盾证明了定理. 口 

下面的定理表明，定义2所表达的次调和函数的局部性质蕴含了相应的整体 
性质. 

定理 2. 如果函数 u 在 D 中次调和，又设区域 G 运 D 、 则对于任意在 （7 上调 
和并在 G 上连续的调和函数/ I 有 

在 5 G 上， / i 彡 u =>在 G 中， / i 彡 w . (5) 

证明. 令 v = u - / i ; 因为这个函数在 5 上上半连续，故它在 G 中达到它的极 
大值我们要证明 M ^ O . 记 E = i ;( z ) = M } ; 根据定理1,这个集合为 

开，又由于 v 的半连续性它也在 G 中为闭.如果它为空集，则 M 在 dG 上被达到， 
而在那里 v < 0,因此 M 彡0,如果五非空，则 E = G ， 于是在 G 上有 v = M , 但由 
半连续性知，在5上 v s M ; 因为在上 v < 0,故又有 A /^0. □ 

称满足条件 （5) 的函数&为函数 u 对于区域 G 的 调和优函数. 

定理 3. 如果在区域 D 的次调和函数在区域 G 运 D 中某点勿与它的对于区 
域 G 的调和优函数 / I 相等， 则在 G 中 u e / i . 

证明. 函数 = 在 G 次调和且 非正； 因此在每个满足 t ; = 0的点 z e G 
上它达到局部极大.集合 E={zeG: v{z) = 0} 非空（包含了 2 0 )，根据定理1它为 


©详细情形可参看前面脚注所引的普里瓦洛夫的书. 
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开，而又由于 I ； 的半连续性它同时在 g 中为闭.因此 e = g . n 

定理 4. 设〜为区域 D 中的次调和函数族，其中 a 遍历某个集合 A 如果族 
的上确界 u { z ) = sup Q€A U a ( z ) 上半连续，①则它在 D 中为次调和. 

证明.只需验证次调和函数定义中的条件 （2). 设有圆盘@ D , 并在 C 7 中 
调和且在17连续的函数 h 在 dU 上有 U . 于是对于所有 a e A ， 在況/上有 
h ^ ，而由于 〜次 调和，则对于所有 aeA 在 t / 上 / i 彡 u a . 由此得到在 C 7 上有 

h 多 u. □ 


在前一小节中我们证明了调和函数由它在每个点的值等于它在以该点为中心的 


圆或圆盘上的均值所刻画.对于次调和函数我们将引进类似的性质，当然要将等式 
换作相应的不等式. 


定理5 (次 调和性判别 法). 为了使在区域 D 中上半连续的函数 W 在 D 中为 
次调和的充分必要条件是，对于每个点 zeD 有数 r 0 ( z ) > 0, 使得对所有的 r < r 0 

有 

1 f 27r 

u { z ) ^ I u(z + re lt ) dt . (6) 


证明. 


必要性.设 IX 为在 D 中的次调和函数， z 为 D 中任 一点， 而 n ) 为 Z 到谷 D 


的距离.因为为上半连续,故对于任意的 r < r *。 存在在圆 




( C：IC 




7*} 上 


连续函数叫的递降序列在7上收敛于 tz 以 / ifc 记叫到圆盘 U = {(:: K - z \< r } 
上的调和延拓.因为在況/ = 7上我们有 ^ + l ( C ) < UkiQ , 故由极大值原理，这样的 
不等式对于在 C 7 上的调和函数心也成立，即序列 h k 在 U 上递降.因此在 C / 上定 
义了函数 






lim h k ( z ), 


⑺ 


根据哈纳克定理（附录的第1小节)，它或者在调和，或者恒等于- 



根据对调和函数的均值定理，有 


hk { z ) 


2 n 




Uk(z -f re %t )dt 


取积分下的极限（由单调性，这是可行的)，我们得到 




2 tt 



2n 


u(z + re xt ) dt . 


® 如果集合 A 为有限，则这个条件自动满足. 
® 作为这样的函数，譬如，可以取为 


叫 (0 


^€7 


XC ’） 一*一 C ' l }， 


k = 1，2,…， 


请读者证明， Ufc 在 7 上连续并递降地^ — u . 
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如果在 C 7 中&三 - 00 , 则在此 W = - 00 , 就是说 （6) 平凡地成立.由 w 的次调和 
性的另一种情形和在況/上的不等式 U <心，我们最后得到，对于所有 fc = l ,2,... 
有 w ( 2 ) 彡 hk ( z) y 并且在 k —* oo 时的极限中得到 u ( z ) ^ h ( z ) = ^ / Q 27r u{z + re u ) dt . 
从而此判别法的必要性得证. 


( b ) 充分性.设 U 在 D 为上半连续并满足条件 （6). 我们记/ I 为在圆盘 U 运 D 
调和，在 P 连续的函数，使得在 dU 上 h 彡 u . 函数 v = u — h 在 V 中上半连续，并 
且根据条件 （6) 和对调和函数在任一点 z e C / 的均值定理，以及充分小的 r ， 得到 


2n 


或者 


u ( z ) — h ( z ) ^ / { u{z -f re 11 ) — h{z + re xi )} dt ^ 

Jq 



v ( z ) ^ / v(z + re xt ) dt . 

27T Jq 


半连续性以及上面这个性质对于 v 在圆盘 c / 上使得定理1的断言成立已足够. 
因此如果 M 是在！7上的极大值，则集合 E=^{zeu ： v ( z ) = M ) 为开； 根据半 
连续性，它闭于 a . 进一步的证明像定理2中那样 进行：如果五 为空，则 M 在 at / 
上达到从而 A/ < 0; 如果五非空则 E = U, 仍有 M^O. □ 


称由公式⑺在圆盘 C / 上定义的函数 h 为 u 对于这个圆盘的最佳调和优函数. 
现在容易证明在本小节一开始所做的断言了. 


推论. 如果函数/在区域 D 上全纯，则函数 tx = In |/|在此区域次调和. 


证明.函数 u 的半连续性显然.如果 e D 不是/的零点，则 Ln / 在勿的某 
个邻域上可以分离出一个全纯 分支； 函数 u = In |/|是这个分支的实部，因而在这个 
邻域中为调和.于是根据均值定理， 在点 zo 判别法的 （6) 得到满足（等号成立).如 
果 f ( zo ) = 0, 于是 u ( zq ) = - 00 ,那么判别法的 （6) 在 2：o 得到满足则是平凡的 • □ 

在本书第二卷我们需要 


定理 6. 如果函数 u 在区域 D 为次调和并且不恒等于-00,则集合 E = { z ^ 
D : 11(2) = — oo } 没有内点. 

证明. 设集合五具有内点，于是开核 E ^0. 为 I ；的极 限点； 于是 

存在圆盘 C 7= {| z - a | ^ r } 使得在7 = ^为属于爸的弧.像在上一个定理的证 
明中那样，我们构建在 U 上连续而在£/中调和的函数心的序列，它们在7上递降 
地趋向于 w . 对于所有 z eu 我们有 w ( 2 ) < 而 limfc — oo / ifc ( a ) = - oo , 这是 

因为在整个弧7上《 = _根据哈纳克定理（附录第1个节）对于。所有 zeU , 

lim / t—oo hk ( z ) — — oo , 这意味着在 C / 中 w ( z ) 三 — oo , 即 a €五.就是说，五是 D 的 一 
个非空的即开又闭的子集，于是 I ； = A 从而在 D 中 u ( z ) = - oo . □ 

借助于这个定理可以证明下面的关于连续次调和函数的奇性消解定理. 
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定理 7. 设在 Z ) 的次调和函数 v ^ oo 在集合£； C D 上为 - oo . 如果函数 u 
在区域 Z ) 上连续并在£>\五上为次调和，则它在 D 中为次调和. 

证明 . 只要证明 u 在任意圆盘 Z 7={| 2 - a | ^ r } CD 中为次调和即可.因为 v 
在的紧子集上有上界，于是将它替换为 v - c , 则可认为在歹上 u 彡 0. 

设 h 为 u 在 U 的任 一 调和优函数.对于任意 e > 0,在7 = 有 u-^-ev ^ h y 
而由于 u + ev 在 C 7 次调和（在 C 7 \ {五}的点，按条件得知，而在 IT n 五则由于在那 
里它等于 - oo , 则由判别式 （6) 得知)，故在处处有 u-\-ev h. 对于点 z £U\E, 
当 e 趋向于0,我们发现处处有 h(z). 但由于根据定理6知集合 U\E 稠密于 
U ， 而且两个函数 it 和 / i 都在 C / 连续，故而不等式 u 彡 h 在 1/ 上处处成立. □ 

推论. 如果集合五如定理7中所示，而 / i 为在 Z ? 中连续并在 D \ E 调和的函 
教，则 A 在 7) 中调和. 

证明 . 只要将定理7用于函数 h 和 -h 即可. 口 

最后我们证明一个关于次调和函数序列上极限的定理，它也是我们要在本书第 
二卷中要用到的，它表达了在函数序列的一致有界性的条件下极限过程的一致性的 
性质. 

定理 8 (哈托格斯 ( Hartogs )). 如果函数叫在区域 D 中为次调和，并在 D 
的每个紧子集上一致有界，而且在每个点 ze D 有 

Um u/c(z) ^ A, ( 8 ) 

k—poo 

则对于任意集合 K 运 D 及任意 e >0 可以找到指标知，使得对于所有 zeK 和所 

有的 ko 有 

u k {z) A-\-e. (9) 


证明.不失一般性可假定该函数在 D 上一致有界，这是因为尺可嵌人到区域 
D ' c D 中，在其上按条件叫一致有界.也可以假定在 D 上叫 < 0,这是由于可将 
u k 换作函数叫 - M ， 其中 Af 为在 D 上所有 w 的上界. 

设 KD 以及 A ： 到况^的距离等于 3 r . 对于任意的点 20 e K ， 从叫的次调 


和判别法我们有 


nr 2 u k {zQ) ^ 





( 10 ) 


{|C-^ol<r} 


现在应用法图 （ Fatou ) 引理 ®; 根据该引理，任意在集合 E 上可测的函数叫 
-oo Uk c < oo 的有界序列满足 

^lim JJ Ukdo ^ JJ Jim Ukda. 


①为了得到不等式（10)，只要对 （6) 的两端乘以 rvfr 并对于 r 从0到 r 0 积分（参看附录的第1 
小节) • 

® 参看弗拉季米洛夫的书《多复变函数么的方法》. 
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由于⑻，这个引理给出了 lirrifc^oo //{| c - z 0 |< r } < Anr 2 ; 因此对任意 e > 0 

可以找到 fco 使得对所有 k $ k 0 有 

f f u k {Qd<j ^ + 緣 ) 7rr 2 . (11) 

"{1C- 冰 r} V 

现在设 2 为圆盘 {|z - 2 0 | < J } 中任一点，其中 J < r . 因为圆盘 {|C -爿< 
r + S }^ D , 故根据次调和函数的性质有 

7T(r + S) 2 u k (z) < If w fc (C)dcr ， 

而因为这个圆盘包含了 {|C - 勿| < r }， 并且有彡0,由 （11) 则得到 

7r(r + 6) 2 u k {z) ^ f f u k (Qd(T < nr 2 (i4-f . 

JJ{\C-z 0 \<r) v L, 

选取 (5( 在固定的 r 和 e 下）充分小，我们得到，对于所有的 ze{\z-z 0 \<6} 
及所有的 k 彡 ko 有 Uk ( z ) ^ A -\- e . 应用海涅-博雷尔 （ Heine - Borel ) 引理便得到定 
理的断言. 口 


最后，我们注意到，与次调和性平行的也可以考虑 上调和 函数： 这是上凸函数的 
二维类比.这是个在区域 D 中下半连续的函数 D — (- oo , oo ], 使得对于任意的 
圆盘 U 和任意在 C / 调和并在17连续的函数/ I ，在上的不等式 u ^ h 蕴含 
了在 t / 上成立同样的不等式.对这种函数的研究化成了对于次调和函数的研究，这 


是因为函数 u 为上调和的充分必要条件是函数 - ti 为次调和. 

如果将两个（实）变量的调和函数换成 n 个变量的这样的函数，则就可以考虑在 
空间中的区域上的上调和与次调和函数. 


习题 

1. 举出函数 p 为例，使其在圆盘 t / = { x 2 + y 2 < x } 调和，在 U \ {0} 连续，而在 at / \ {0} 
处处等于零但不恒等于零.（这个例子表明只要有一个边界点背离了条件就会导致了狄利克雷问 
题阶的非唯一性 .） 

(答案：沪 =1 - Re 1/2.) 

2. 如果 7 为光滑曲线，而函数 M 在 7 上连续，则称实函数 

f M(C) In |C - z\<K 

为具密度 / i 的对数位势.证明， （ a ) p 在 1 外为 调和； （ b ) 如果 7 为圆 {>1 = r }， 且= 1，则 
在圆盘 {\z\ < r } 中为常数. 

3. 设 p 在上半平面 { Im2 > r } 调和，并在 x 轴上处处等于零.证明 p = ay , 其中 a 为非 
负常数（参照第四章的习题 12). 

4. 设函数 u 在区域 Z ) 调和，而 D 相对于实轴 R 对称.证明如果在 D n R 上 u = 0,则 

u(z) = —tx(z). 

①称函数 U 在点％下半连续是说，如果函数- u 在该点上连续 • 
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5. 设/( 2 )和 zf ( z ) 为复调和函数（即满足拉普拉斯方程复值函数).证明/为全纯函数. 

6 . 如果调和函数在区域 D 为正，且级数至少在一个点 a £ D 收敛，则它在 D 中 
的紧集上一致收敛. 

7. 设 ip 为实函数，它在闭区域 D 上除去有限个£>中点外为调和，而在这些点它等于 - oo . 

证明 sup D tp — sup aD ip . 

8 . 证明函数 (^€ C 2 为次调和的充分必要条件是它满足不等式 


A(p — 


d 2 ^p 

dx 2 



d 2 ^p 

W 


彡 0. 


9. 如果函数 p 为次调和，而函数 u 为在 R 1 的凸函数，则它们复合 U op 为次调和函数. 

10 . 证明次调和函数的递降序列的极限是次调和函数. 

11 . 设函数/区域 D 中的复调和函数.证明，如果在 D 上1/1 =常数，则/ =常数 • 
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